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 ١تعریف نسبت بر پایۀ تفریق دو سویه
  ٢در ریاضیات دورۀ اسلامی

  ٣یان پ. هوخندای
  ٤ترجمۀ محمد مهدی کاوه یزدی

های مساوی و بزرگتر بر اساس  ق) تعریف نسبت۵۲۶ – ۴۳۹ق) و عمر خیام ( ۲۷۵ -۲۱۰ماهانی (
انــد.  عرضه کرده اســت تــرجیح دادهاصول تفریق دو سویه را بر تعریفی که اقلیدس در مقالۀ پنجم 

ق) هم به این تعریف توجه داشته است. در این مقاله کارهای این سه ریاضیدان ۲۶۵(حدود نیریزی 
  کنم. به اختصار بیان و مقایسه میدورۀ اسلامی را در مورد تعریف نسبت بر پایۀ تفریق دو سویه 

  مقدمه
هــای عــام در مقالــۀ پــنجم  اقلیدس نظریۀ نسبت و تناسب کمیــت اصولدشوار  یها بخشیکی از 

، ابداع ستیز یمق م، نیم قرن قبل از اقلیدس، ۳۵۰ریه را ائودوکسوس که در حدود است. این نظ
ای در مورد  م اسکار بکر ادعا کرد که ریاضیدانان یونانی پیش از ائودوکسوس از نظریه۱۹۳۳کرد. در 

نسبت بر مبنای روش تفریق دو سویه که در زیر توصیف خواهد شد، و از لحاظ ریاضی بــا نظریــۀ 
ه در کتــاب . ایــن نظریــۀ تفریــق دو ســویانــد کرده یمــنوین کسرهای مسلسل ارتباط دارد، استفاده 

کادمی افلاطون تألیف فولر بازسازی شده است. در یک تحلیل نو، ویتراک نشان داد که  ریاضیات آ
یه برای  توانند ینمشواهد خیلی محدود یونانی  عام در  یها تیکماثبات کنند که نظریۀ تفریق دو سو

  ریاضیات یونانی وجود داشته است.
                                                    

١ .anthyphairetic  معنی کرده است (رشدی راشد، » تفریق پیاپی«به معنی » الفصل بالتناوب«یا » الطرح بالتناوب«که رشدی راشد آن را
  ). ۲۵۵، ص ۲۰۰۵

  ای است از:  این مقاله ترجمه .٢
Anthyphairetic Ratio Theory in Medieval Islamic Mathematics, in: Yvonne Dold-Samplonius et al., ed., From 
China  to  Paris:  2000  Years  Transmission  of  Mathematical  Ideas, Stuttgart: Franz Steiner Verlag, 2002, 
Boethius Band 46, pp. 187-202. 

 hogendijk@uu.nlم دانشگاه اوترخت هلند، . استاد تاریخ عل٣
 mahkavyzd@yahoo.com. کارشناس ارشد تاریخ علم و دبیر ریاضیات، ٤
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یکی از متون اصلی ریاضی در سنت دورۀ  یزود به، و اقلیدس چندین بار به عربی ترجمه اصول
شده و اگرچه بیشتر شارحان دورۀ اسلامی  اصول نوشتهزیادی بر مقالۀ پنجم  یها شرحاسلامی شد. 

انــد، دســت کــم ســه ریاضــیدان  از نظریۀ ائودوکسوس، که اقلیدس عرضه کرده است پیــروی کرده
تــر  زرگتــر را، از تعریــف اقلیــدس صــحیحتعریف بر پایۀ تفریق دو سویه بــرای نســبت مســاوی و ب

  تفریق دو سویه برای تعریف نسبت بحث خواهم کرد:متن راجع به نظریۀ  اند. من در مورد سه دانسته
 یرصــدهاق ۲۴۵عبداللّــه ماهــانی. او در حــدود تــألیف ابــو  رسالة في المشکل من النسبة.۱

را قــبلاً ای. ب.  یاثــر ماهــان. ایــن بــوده اســتای در بغداد انجام داده و اهل ماهان کرمان  نجومی
در  ناخوانای رســالۀ ماهــانی باً یتقرم از روی نسخۀ خطی ۱۹۵۰پلویی، مورخ علم اهل آلمان، در 

چند تعریف را خلاصه کرده ولی به مطالب دیگر موجود در مــتن  . پلویکرده استپاریس مطالعه 
ترین متن ریاضی موجود  است. رسالۀ ماهانی از نظر تاریخی جالب است، زیرا کهن  ای نکرده اشاره

یه برای نسبت است. من تصحیح و ترجمه . ام کردهای از این متن دشوار آماده  در نظریۀ تفریق دو سو
های ریاضی جالب  بیان خواهم کرد و در مورد برخی بخش اختصار بهدر مقالۀ حاضر متن مقاله را 

مرتبط بــا ایــن  یها هیقضی تعریف ماهانی از نسبت بزرگتر بر پایۀ تفریق دو سویه و یکی از آن، یعن
  مفهوم، شرح بیشتری خواهم داد.

ق ۲۶۵فضل بن حاتم نیریزی. او حــدود تألیف ابوالعباس مقالۀ پنجم اصول اقلیدس  شرح. ۲
با ترجمۀ  شرحو اهل نیریز فارس بود. متن عربی این قسمت از  کرد یمدر شرق جهان اسلام زندگی 

از گوستاو یونگــه و دیگــران  یا مقالهلاتینی آن طی 
  منتشر شده است.۱۹۳۲در 

رسالة في شرح مــا اشــکل مــن مصــادرات . ۳
ق). ایــن ۵۳۶ – ۴۲۰تألیف عمر خیــام ( اقلیدس

 در بــارۀه در سه بخش است و بخــش دوم آن رسال
ن عربی سویه برای نسبت است. مت نظریۀ تفریق دو

ابراهیم  ش)، عبدالحمید۱۳۱۴رساله را تقی ارانی (
، جــــلال همــــایی م)۱۹۶۱ش / ۱۳۴۰صــــبره (

ش) و ۱۳۷۷ملــک ( رضــازادهش)، رحیم ۱۳۴۶(
ـــژن  ـــاببی ـــر ۱۹۹۹ش / ۱۳۷۸( زاده وه م) منتش

م) به ۱۹۵۹اند این رساله را علیرضا امیر معز ( کرده
م) و بیژن ۲۰۰۲و  ۱۹۹۷نگلیسی و احمد جبار (ا

انــد.  ترجمه کرده ویم) به فرانس۱۹۹۹( زاده وهاب
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است. ترجمۀ روسی   آمده ملک رضازاده یدانشنامۀ خیامهمایی و  خیامی نامۀفارسی آن در  ۀترجم
) بــه همــراه عکــس ۱۴۵-۱۱۳، ص۱۹۶۲در مجموعۀ رسالات خیام توسط روزنفلــد (مســکو، آن 

  ) منتشر شده است. ۵۷-۵۳نسخۀ لیدن (ص
ق) ۴۳۰ -۳۵۴تألیف ابن هیثم ( اقلیدس شرح مصادراتاثر دیگری که باید در اینجا ذکر شود 

ای از ماتیاس شرام عرضه شده است. ابن هیثم در  است. چاپ عکسی نسخۀ خطی این اثر با مقدمه
نیســت، امــا در » درســت« اصولکه تعریف نسبت مساوی و بزرگتر در کتاب  کند یماین متن ادعا 

  کند. یۀ تفریق دو سویه بحثی نمیمورد نظر
نیریــزی و  یهــا بحثو به لحاظ ریاضی فراتر از  تر دهیچیپچنان که خواهیم دید، شیوۀ ماهانی 

ماهانی نهایتــاً از یــک  یها اثباتکنم مبنی بر این که  خیام است. در بخش بعد فرضی را مطرح می
خواهیم گرفت  فرض درست باشد، نتیجهت. اگر این نوشتۀ یونانی، که به جا نمانده، گرفته شده اس

  های عام در ریاضیات یونانی وجود داشته است. که نظریۀ تفریق دو سویۀ کمیت

  ها در ریاضیات یونان نظریۀ تفریق دو سویه برای نسبت
یه با نام یونانی آنتی فایرسیس روشی است که اقلیدس در یافتن بزرگترین مقسوم  ١روش تفریق دو سو

، اصــولبه کار برد. این روش چنــین اســت (نــک: a2و  a1م م) دو عدد صحیح  علیه مشترک (ب
aفرض کنید  ):۲و  ۱ یها هیقضمقالۀ هفتم،  a>1  a2 هــا آنرا بشمارد، ب م م  a1عدد  a2. اگر 2

کمتر  a3ۀماند باقیکه  تا آن میکن یمچندین بار کم  a1را از a2را نشمارد،  a1عدد  a2است. اگر 
را از  a3را نشــمارد، a2عدد  a3است. اگر  a3را بشمارد، ب م م، a2عدد  a3شود. اگر  a2از 

شــود و ایــن رونــد را ادامــه  a3کمتــر از  a4ۀ مانــد باقیتــا آنکــه  میکن یمچندین بار کم  a2عدد 
naکه  میکن یمپیدا naدهیم. در نهایت عددی صحیح مانند  می ،ب naشمارد. این عدد  را می 1-

اقلیدس از همین فرآینــد بــرای دو  اصول،مقالۀ دهم ۳و  ۲است. در قضایای  a2و  a1م م دو عدد 
متوافق باشــند، بــه  a2و  a1. دو امکان وجود دارد: اگر کند یماستفاده  a2و  a1کمیت هم جنس 

naکه  naکمیتی مانند  nازای مقداری از naبدین معنــی کــه را بشمارد پیدا خواهیم کرد،  1- -1 
 a1بزرگترین عامل مشترک  naرسد و  است. در این مرحله، کار به پایان می naمضرب صحیح از 

  .ردیپذ ینمعامل مشترکی نداشته باشند، فرایند هرگز پایان  a2و  a1است. اگر  a2و 
» در آثــار ارســطو و اقلیــدس هــا آنو دیگر جزئیات  ها نسبتتفسیری بر نظریۀ «اسکار بکر در مقالۀ 

ائودوکســوس ها بــوده کــه قبــل از  ای در مورد نسبت که فرآیند تفریق دو سویه اساس نظریه کند یمبحث 
 تواند یمق م) ابداع شده بود. مشابه نظریۀ ائودوکسوس، نظریۀ تفریق دو سویه برای نسبت  ۳۵۰(حدود 

                                                    
1. anthyphairesis 



 

  

۴٨ 

 ۀلیوســ بهمدرک بکر تعریفی عرضــه شــده  نیتر مهمگویا و گنگ مورد استفاده قرار گیرد.  یها نسبتبرای 
ارسطو ذکر کــرده  ٢کتاب الجدلدر شرحی بر ١است که الکساندر افرودیسی» دانان عهد باستان هندسه«

های یکســان داشــته  دو نسبت مساوی هستند اگر در تفریق دو ســویه نتیجــه دیگو یماست. این تعریف 
  بکر تعریف را به صورتی که با نمادهای امروزی به شرح زیر است، تفسیر کرده است: ٣باشند.

aفــرض کنیــد دو نســبت  : a1 bو  2 : b1 دو جفــت کمیــت  b2و  b1و  a2و  a1داریــم کــه  2
a: فرض کنیــد میده یمهای دو سویۀ هر جفت را تشکیل  جنس هستند. تفریق هم k a a= +1 1 2 3

aکه a< <3 aعددی صــحیح اســت؛  k1و  20 k a a= +2 2 3 aکــه4 a< <4 عــددی  k2و  30
nالی آخر؛ این فرآیند اگر صحیح است،  n na k a += ، متوقــف nk، برای عدد صحیحی مانند 1

ــ ــود یم ــد ش ــرض کنی b'؛ و ف k b b= +1 1 2 ــه 3 bک b< <3 ــد؛  k1'و  20 ــحیح باش ــددی ص ع
'b k b b= +2 2 3 bکــه 4 b< <4 الــی آخــر؛ ایــن فرآینــد اگــر  ،عــددی صــحیح باشــد k2'و  30

'
n ' n ' n 'b k b += '، برای عدد صحیحی مانند 1

n 'k اکنون شود یم، متوقف  .a : a b : b=1 2 1 اگر  2
n) دو فرآیند برای همیشه ادامه یابند یا  بعد از تعداد مراحل یکسانی (۱( n ) متوقــف شــوند و ='
'و  ikی که i) برای هر ۲(

ik  :تعریف شده باشند، داشته باشیم'
i ik k=.  

'و  ikضرایب 
ik داد حقیقیدر بسط کسرهای مسلسل اعa

a
1

2
bو  

b
1

2
  به ترتیب به صورت: 

a
a k

k ...
= +

+
1

2
1

2

bو  1 '
b 'k

k ...
= +

+
1

2
1

2

1  

  .شوند یمظاهر 
فولر نشان داده است تفسیر تفریق دو سویه بر اساس بسط کسرهای مسلسل از لحاظ تــاریخی 

پنداشــتند، در  رایندی از نوع تفریــق مــیرا ف هیونانیان باستان تفریق دو سویگمراه کننده است، زیرا 
یم مفهوم نوین عدد حقیقــی  من هم می ٤حالی که کسرهای مسلسل نتیجۀ فرایند تقسیم هستند. گو

a(به صورت 
a
1

2
 »حقیقیعدد «رفت. به جای  ) در ریاضیات یونان باستان و دورۀ اسلامی به کار نمی

a
a
1

2
a، ریاضیدانان با نسبت  : a1 سروکار داشتند. من گــاهی از علامتــی  a2و  a1بین دو کمیت  2

]همچون  ]a
na k ,k ,..., k =1

2
1 ] و از علامت nkبرای مسلسل مختوم به  2 ]a

a k ,k ,...=1

2
1 برای  2

  ، استفاده خواهم کرد.k2و  k1کسر مسلسل دارای بیش از دو ضریب 

                                                    
1. Alexander of Aphrodisias.  
2. Topica.  
3. Becker, 1933a, p. 312.  
4. Fowler, 1999, 30, 313 (n. 13), 366.  
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]در این نمادگذاری،  ]k , k ,...1 a ایــن صــورتیابد (کــه در  ی خاتمه میnkیا با  2
a
1

2
 یعــدد 

nkگویاست و  > aیابد (در این صورت ) یا تا بینهایت ادامه می1
a
1

2
  عددی گنگ است). 

ائودوکسوس کشف و بــر اســاس  ۀلیوس بهرا، که  ها نسبت، نظریۀ اصولاقلیدس در مقالۀ پنجم 
  :کند یمده است، عرضه ش بنا تعریف زیر

a : b c : d= های اعداد صحیح  اگر برای همۀ جفتma ،mc ،nb  وnd :داشته باشیم  
ma nb mc nd> Û >  ،ma nb mc nd= Û =  ،ma nb mc nd< Û <  

از این به بعد از علامت 
A

a : b c : d=  برای تعریف بر پایۀ تفریق دو سویه و
E

a : b c : d=  برای
کنم. مدارک یونــانی  آورده است، استفاده می اصولتعریف ائودوکسوس که اقلیدس در مقالۀ پنجم 

  بسیار محدود است: شود، چنانکه در فهرست زیر نیز دیده می ،تر یمیقدبرای نظریۀ 
ید که  می ١بکر ·   به صورت  ییها هیقضبر پایۀ تفریق دو سویه از  ییها اثباتگو

A A
a : b c :d a : c b : d= Þ =  

وجود داشته است، اما اطلاعی از نحوۀ اثبــات  dو a ،b ،c یها تیکمبرای انواع مختلف 
   دیگر در نظریۀ تفریق دو سویه نداریم؛ یها هیقضاین موارد و 

aدارد، یعنی ٢ائودوکسوس تعریفی برای نسبت بزرگتر · : b c : d>  یها مضــرباگر برای 
ma ،mc،nb  وnd  :داشته باشــیمma nb>  وmc nd£ از ایــن پــس علامــت .

E
a : b c : d> اثــری از تعریــف  در متــون قــدیم هــیچ بــرم. را برای این تعریف به کار می

A
a : b c : d>  برای نظریۀ تفریق دو سویه نیست. با تلاش برای نگارش تعریف بازســازی

کســر مسلســل  یها بســط٣شــویم کــه ایــن تعریــف بــدیهی نیســت:  شدۀ بکر متوجه می

[ ]a
b k ,k ,...= 1 'و 2 'c

d k ,k ,...é ù= ë û1  را در نظر بگیرید. در این صــورت 2
A

a : b c : d> 
k'اگــر  k>1 k'یــا  1 k=1 k'و  1 k<2 k'کلـــی  طور بــهیــا  2 k=1 1 ،'k k=2 2 ،... ،

'
i ik k- -=1 'و  1

i ik k>  اگرi  فرد باشد و'
i ik k<  اگرi  زوج باشد. بررســی بیشــتر

پایان یابد بــه خواننــده nkحالتی را که در آن یکی از کسرهای مسلسل در مقداری چون 
و  ikنمادگذاری امروزی را نداشتند و این کــه اسلامی  کنم. ریاضیدانان دورۀواگذار می

                                                    
1. Becker, 1933a, pp. 329- 330. 

  اقلیدس اصولدر مقالۀ پنجم  ۷. تعریف شمارۀ ٢
3. Becker, 1933a, p. 317. 
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'
ik یها زوجهای دو سویه به ترتیب در  با انجام تفریق (a,b) و(c,d)  کار  شوند یمپیدا

تر (و نــه  کرد. تعریف ماهانی در مقایسه با تعریــف پختــهپیچیده می ها آنتعریف را برای 
  است.  تر کوتاهکاملاً جامع) خیام 

باستانی قابل اثبات بود و اگر نظریــۀ تفریــق دو ســویه  یها روشبا  ها فیتعرمعادل بودن  ·
) اصول(یا مفسران  دانان هندسهطبیعی بود که  ،های عام در یونان وجود داشت برای کمیت

  :د که ثابت کنندعلاقمند باشن
A E

a : b c : d a : b c : d= Û و =
E A

a : b c : d a : b c : d> Þ >  
  در متون یونانی پیدا نشده است. ییها اثباتاثری از چنین 

یدۀ رسالۀ ماهان   چ
. او سپس دو تعریف متفــاوت (امــا معــادل) از کند آید شروع می  ای که در زیر می ماهانی با مقدمه

A
a : b c : d= بقیــۀ رســالۀ  در بــارۀولــی  ،مقدمه و این تعاریف را نقل کرده ١ییکند. پلو عرضه می

ماهانی چیزی نگفته است. ماهانی سپس 
A

a : b c : d> و به (بخش بعد را ببینید)  کند یمیف را تعر
اقلیدس استفاده خواهد کرد.  اصولمقالۀ پنجم  ۶و  ۵، ۳، ۲، ۱ یها هیقضگوید  که از  خواننده می

هستند و متکی بر تعاریف  ها تیکم یها مضربدر بارۀ  ها هیقضاین 
E

a : b c : d=  و
A

a : b c : d> 
  نیستند.

  :کند یمماهانی سپس چهار قضیۀ زیر را اثبات 

۱ .
E A

a : b c : d a : b c : d= Þ =  

۲ .
E A

a : b c : d a : b c : d> Þ >  

۳ .
A E

a : b c : d a : b c : d= Þ و =
A E

a : b c : d a : b c : d> Þ مبتنی  ۳در قضیۀ  ها اثبات. <
  بر برهان خلف هستند.

 . اثبات دیگری برای۴
A E

a : b c : d a : b c : d> Þ چنان که  nو  m، با عرضۀ صریح اعداد <
ma nb>  وmc nd£ ابدی یم. رساله با عرضۀ این اعداد پایان.  

  :دیگو یماش ماهانی در مقدمه
                                                    

1. Plooij, 1950, pp. 50- 51.  
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و در اثبــات  یــافتم شــانو تناسب هــا تیکمنســبت  در بــارۀ ،این است آنچه در آغاز«
 هایی که دارای نسبت یکسانند ها را در کمیت آناقلیدس کار بردم که  هایی به مضرب

در آنجــا (آغــاز مقالــۀ  .کار برده است در آغاز مقالۀ پنجم به ،تر دارند بزرگیا نسبت 
ها بر اســاس  ها و تناسب آن علم نسبت به کمیتپنجم) ثابت بن قره نوشته است که 

تواند آن را از طریق شناخت نسبت به روش عددی  قواعد، چیزی است که انسان می
  ١.»دست آورد م آمده است، بهو سپس از طریق قضایایی که در آغاز مقالۀ ده

یه را بــر  مقدمه نشان می دهد که ماهانی تعاریف نسبت مساوی یا بزرگتر بر پایۀ تفریــق دو ســو
های مذکور در تعــاریف اقلیدســی بایــد داد و معتقد بود که خاصیت تعاریف اقلیدسی ترجیح می

آپولونیوس را از یونانی  مخروطاتق) مقالات پنجم تا هفتم  ۲۸۸ -۲۲۱اثبات شوند. ثابت بن قره (
قضایای آغاز مقالۀ  ٢اقلیدس را هم اصلاح کرد. اصولبه عربی ترجمه و ترجمۀ حنین بن اسحاق از 

هستند. ظاهراً ثابت نیز از نظریۀ تفریق دو سویه  ۳و  ۲های  قضیه اند شدهکه در بالا ذکر  اصولدهم 
گاه بود. در نسبت   ها آ

» وَجَدتُ «واژۀ عربی  یا مندرجات رساله ابداع خود اوست یا نه.کند که آ ماهانی مشخص نمی
را در منبعی یافته است.  ها اثباتتواند باشد که او  لزوماً به معنی ابداع نیست و به این معنی هم می

چنان که بعداً نشان خواهم داد، معتقدم عبارات اثبات از ماهانی است، امــا او مطالــب را از منبــع 
دانم هیچ مدرکی دال بــر اینکــه  رجمۀ عربی اثری یونانی گرفته است. تا آنجا که میدیگری، شاید ت

  دانست، وجود ندارد.ماهانی یونانی می

  ماهان از نسبت مساوی و بزرگتر بر پایۀ تفریق دو سویه یها فیتعر

دو تعریف ماهانی از 
A

a : b c : d=  با صورت بازسازی شدۀ بکر از نظریۀ باســتانی مرتبطنــد. مــن
  :دیگو یمتا خواننده با اصطلاحات آشنا شود. ماهانی  کنم یمتعریف اخیر ماهانی را در اینجا نقل 

با خاصیت زیر هستند: اگر اولی و سومی  ییها تیکمبا نسبت یکسان، یها تیکم«
وند، به تعداد دفعات مساوی شمرده عکس، شمرده ش دومی یا چهارمی یا به ۀلیوس به

کوچکتر از دو کمیــت کــوچکتر بمانــد، و دو کمیــت  ماندۀ باقیشوند، و اگر دو  می

                                                    
  . متن عربی:١
 هذا ما کنت وجدته أوّلاً في نسبة المقادیر وتناسبها وعملت علیه في برهان الأضعاف الّتي عمل علیها أقلیدس فــي المقــادیر الّتــي نســبتها«

عظم نسبة في صدر المقالة الخامسة عند ما کان ثابت بن قرّة کتب به من أن العلم بنسبة المقادیر وتناســبها علــی الأحکــام واحدة وفي الأ
 ». شيء یمکن للإنسان أن یقف علیه من قبل المعرفة بالنسبة علی السبیل العددیة ثمّ من الأشکال الّتي في أوّل المقالة العاشرة

  ).Sezgin, 1974, pp. 264-  272( های عربی تاریخ نگارشر کتاب . نک: مقالۀ ثابت بن قره د٢
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شوند و این  شمرده شوند، به تعداد دفعات یکسانی شمرده می ها آن ۀلیوس بهکوچکتر 
  ١».ابدی یمکار تا بینهایت ادامه 

یــن معنــی اســت کــه: این مطلب با نمادگذاری بخش قبلی این مقاله بــه ا
A

a : a b : b=1 2 1 و  2
A

a : a b : b=2 1 2 k'اگر  1 k=1 k'و  1 k=2 بــه تعــداد دفعــات یکســان شــمرده  هر بــارالی آخر ( 2
  شوند).

ام یک یا چند اشــتباه جــدی کاتــب در تعریــف  خطی رسالۀ ماهانی که دیده یها نسخهدر همۀ 
A

a : b c : d>  .بازســازی کــنم یمــعرضــه » تعریــف ماهــانی« عنوان بــهآنچه در اینجا وجود دارد ،

آزمایشی من از متن بر اساس این فرض است که تعریــف 
A

a : a b : b>2 1 2 در رســالۀ ماهــانی در  1
در متن خود به کار برده سازگار است. بر همین  ۴و  ۳، ۲ یها هیقضل اصلی آن با روشی که در شک

  ام. ام انجام داده های دیگر ویراستی که از متن تهیه کردهاساس اصلاحاتی را در بخش
  :دیگو یماین تعریف بازسازی شدۀ من است. ماهانی 

نسبت (کمیت) اولی بــه دومــی بزرگتــر از  شود یمگفته : تر بودن بزرگاندر نسبت «
ۀ آن، که کمتــر از دومــی ماند باقینسبت سومی به چهارمی است، اگر اولی، یا یک 

ۀ اولی، بیشتر باشد از دومــی یــا ماند باقیۀ دومی، متناظر با ماند باقینیست، یا یک 
 از (کمیــت) هرکدامشــانۀ (کمیــت) اولــی؛ مانــد باقیۀ آن، متناظر با ماند باقییک 

اش، از همــان مرتبــۀ  همانــد باقیمتناظر با آن (بیشتر باشد)؛ اما کمیت سوم، یا یک 
ۀ دومی، بیشتر از (کمیت) چهارم یا یــک ماند باقیۀ اولی، و از همان مرتبۀ ماند باقی
  ٢».ۀ دوم نباشدماند باقیۀ کمیت چهارم از مرتبۀ ماند باقی

بخــش  ۲ام تا مطابق بحــثم در قضــیۀ  کردهتوضیح زیر را در مورد تعریف به چند مرحله تقسیم 
aبعدی باشد. به همــین علــت از نمادگــذاری  : a2 bو  1 : b2 ام،  بــرای دو نســبت اســتفاده کــرده 1

                                                    
  . متن عربی:١
نهمــا المقادیر الّتي نسبتها واحدة، هي الّتي إذا قدر الأوّل وثّالث بالثّاني والرّابع أو بالعکس کانــت مــرّات تقــدیرهما متســاویة وإن فضــل م«

 ». مقداران أقلّ من الأصغرین وقدر الأصغران بهما کانت أیضاً مرّات هذا التقدیر متساویة وهکذا إلی ما لا نهایة له
  . متن عربی:٢
اني أو الأعظم نسبة: یقال أنّ نسبة الأوّل إلی الثّاني أعظم من نسبة الثّالث إلی الرّابع متی کان الأوّل أو فضل باق منه لیس بأصغر مــن الثّــ في«

منه نظیر للفضل الباقي من الأوّل أیهما کــان علــی  فضل یبقی من الثّاني نظیر للفضل الباقي من الأوّل یزید علی الثّاني أو علی فضل باقٍ 
یبقی من الأوّل في مثل مرتبة الفضل الباقي من الثّاني (لا) یزید علی ا لرّابع نظیره، و کان الثّالث أو فضل یبقی منه في مرتبة الفضل الّذي 

 ». أو علی فضل یبقی من الرّابع في مرتبة الفضل الباقي من الثّاني
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ســردرگم  b1و  a2 ،a1 ،b2اول، دوم، سوم و چهارم ماهانی به ترتیب بــا یها تیکمگرچه نامیدن 
  کننده است. 

 : در دو حالت زیر (که همپوشانی هم دارند) داریممرحلۀ صفر
A

a : a b : b>2 1 2 1:  
· a a³2 bو  1 b<2 1، 
· a a>2 bو  1 b£2 1.  

. با اصلاحات بیشــتر در مــتن تعریــف، کند یمماهانی در تعریف، فقط به دومین حالت اشاره 
این اصلاحات لازم نیست، اگر ماهانی تلویحاً فرض کرده  می توان آن را شامل اولین حالت نیز کرد. 

  باشد که:
A A

a : a b : b b : b a : a> Û >2 1 2 1 1 2 1 2  
a: اگر مرحلۀ یک a<2 bو  1 b<2 k، عــددی صــحیح ماننــد 1 ³1 وجــود دارد چنــان کــه  1

a k a a= +1 1 2 bو  3 k b b= +1 1 2 a، و ضمناً یا 3 a< £3 bیا  20 b< £3 یا هر دو. ماهانی  20
a3  وb3  های »هماند باقی«راa1  وb1نامد.  می  

در دو حالت (که همپوشانی هم دارند) داریم 
A

a : a b : b>2 1 2 1:  
· a a³2 bو  3 b<2 3، 
· a a>2 bو  3 b£2 3.  

a: اگر مرحلۀ دو a<3 bو   2 b<3 : عــددی صــحیح ماننــد میدهــ یم، به همان روش ادامه 2
k ³2 aجود دارد چنان که و 1 k a a= +2 2 3 bو  4 k b b= +2 2 3 aو ضــمناً یــا  4 a< £4 یــا  30

b b< £4   نامد. میb2و a2 یها هماند باقیرا  b4و  a4یا هر دو. ماهانی  30

در دو حالت (که همپوشانی هم دارند) داریم 
A

a : a b : b>2 1 2 1:  
· a a³4 bو  3 b<4 3، 
· a a>4 bو  3 b£4 3.  

aاگر  a<4 bو  3 b<4  طور بــهبریم، الی آخر.  ، مرحلۀ سه را مشابه با مرحلۀ یک، پیش می3
naکلی، ماهــانی  +2 nbو  1 +2 و  a2 یها همانــد باقیرا  nb2و  na2و  b1و  a1 یها همانــد باقیرا  1

b2 نامد.  می  
  توجه کنید که:

A A A
a : a b : b a : a b : b a : a b : b> Û > Û >2 1 2 1 2 3 2 3 4 3 4 3  

  الی آخر.
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یه اســت، امــا در تعــریفش  در دو جفــت کمیــت  هــا قیتفرتعریف ماهانی بر پایۀ تفریق دو سو
aشود. بنابراین اگر  همزمان انجام می a<2 bو  1 b<2  b2و  a1را از  a2، ماهانی چنــدین بــار 1

aدر نامســاوی  b3یــا  a3 یها هماند باقیاینکه یکی از  محض به کند و کم میb1را از  a£3 یــا 2

b b£3 کنــد. در تعریــف وی از  صدق کند، توقف می2
A

a : a b : b>2 1 2 همیشــه  ها همانــد باقی، 1

مثبت هستند، اگر چه او در تعریفش از 
A

a : a b : b=2 1 2 ای وجــود همانــد باقیاین امکــان  را کــه  1
aنداشته باشد (با نماد امروزین  =3 . تحقیــق ایــن کــه تعریــف ماهــانی از ردیــگ یم) نیز در نظر 0

A
a : a b : b>2 1 2 ل با تعریــف بازســازی شــدۀ بکــر اســت، را بــه خواننــده از لحاظ ریاضی معاد 1

  کنم.واگذار می

ماهانی تعریف صــریحی از 
A

a : a b : b<2 1 2 کنــد. امــا جــای دیگــری در متــنش  نمی عرضــه 1

کند که:  تلویحاً فرض می
A A

a : a b : b b : b a : a< Û >2 1 2 1 2 1 2 تــوانیم تعــریفش را از  مــی حال. 1
A

a : a b : b<2 1 2 توان اثبــات کــرد کــه  بگیریم. پس می جهیبالا نتدر بحث  ibو  iaبا جابجایی  1
ـــواه  ـــت دلخ ـــرای دو جف ـــا تیکمب ـــنس  یه ـــم ج ـــت: b2 ،b1و  a2 ،a1ه ـــواهیم داش ، خ

A
a : a b : b=2 1 2 یا  1

A
a : a b : b<2 1 2 یــا 1

A
a : a b : b>2 1 2 . ماهــانی ایــن خاصــیت را در متــنش 1

یــک اصــل  عنوان بــه. شــاید او آن را بــدیهی یــا کنــد ینمــ، اما برهانی برای آن عرضه کند یمفرض 
، که در مورد آن بعداً بحث خواهم کرد، ایــن اش رسالهشد. طبق نظر خیام در موضوع فرض کرده با

  خاصیت یک اصل موضوع است.

که  کند یمماهانی فرض  ۲در قضیۀ 
E

a : a b : b>2 1 2 وجود دارند  nو  m. پس اعداد صحیح 1
  چنان که:

na ma>2 nbو  1 mb£2 1  

خواهد ثابت کند:  او می
A

a : a b : b>2 1 2 1.  
، به صورت فشردۀ زیر ها یافتادگامروزین، اثبات ماهانی، با تصحیح همۀ خطاها و  ینمادهابا 
  آید: در می

n کند یم: ماهانی فرض مرحلۀ صفر m> بنابراین .b b<2 a. اگر 1 a³2 بــر مرحلــۀ  ، بنــا1

صفر تعریف ماهانی داریم: 
A

a : a b : b>2 1 2 1.  
n: اگر مرحلۀ یک m> ،a a<2 bو  1 b<2 را در بســط کســر  k1، اولــین خــارج قســمت 1
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]مسلسل  ]a
a k ,...=1

2
برابر با اولین خارج قســمت در بســط دو کســر  k1گیریم. اگر  ، در نظر می1

nمسلسل 
m

bو  
b

1

2

aنباشد، یا اگر   k a=1 1 به کمــک مرحلــۀ یــک تعریــف  میتوان یم یسادگ به، 2

نشان دهیم که 
A

a : a b : b>2 1 2 1 .  
  در تمام حالات دیگر داریم:

n 'a ma>2 nو  3 'b mb£2 3  
nزیـــرا  ' n mk= - 1 ،a a k a= -3 1 1 2 ،b b k b= -3 1 1 n هـــا آنکـــه در  2 ' m< <0 ،
a a< <3 20،b b< <3 20.  

b را در بسط کسر مسلسل k2: اکنون اولین خارج قسمت مرحلۀ دو
b

2

3
. اگر میریگ یم، در نظر 

k2  برابر با اولین خارج قسمت در بسط دو کسر مسلسلm
n¢  وa

a
2

3
bنباشد، یــا اگــر   k b=2 2 3 ،

به کمک مرحلۀ دوم تعریف نشان دهیم که  میتوان یم یسادگ به
A

a : a b : b>2 1 2 . در تمام حــالات 1
  دیگر داریم:

n 'a m'a>4 nو  3 'b m'b£4 3  
mزیــرا  ' m n 'k= - 2 ،a a k a= -4 2 2 3 ،b b k b= -4 2 2 'm هــا آنکــه در  3 n '< <0 ،
a a< <4 30،b b< <4 30.  
n ،m ،nفرآیند را ادامه دهیم، سرانجام متوقف خواهد شد، زیرا اعــداد صــحیح  نیاگر ا ' ،

m   اند. و... نزولی '
ید که اگر فرآیند در مرحلۀ دوم متوقف نشد  ماهانی به خواننده نمی کار باید کرد. در ه چ ،دقیقاً گو

a4 ،a3 ،b4 ،b3 ،nاین حالت باید مرحلۀ یک را با  ' ،m ، a2 ،a1 ،b2 ،b1 ،nبه جــای  '
m  تکرار کرد. ماهانی روش کار را برای حالتی که در ابتــداm n> ذکــر نکــرده اســت. در ایــن ،

nمستقیماً مطابق مرحلۀ دو با  توان یمحالت،  ' n=  وa a=3 بــا  هــا یجاگــذارعمل کرد. این  1
دانی از یونان باستان یا دورۀ اسلامی به هــیچ وجــه  نمادهای امروزین آسان هستند، اما برای هندسه

  .اند نبودهواضح 
تصحیح کرد، امــا آن  توان یمموجود رسالۀ ماهانی را  یها نسخهالبته خطاهای ریاضی در همۀ 

زیاد، خطاها در متن اصلی نوشــتۀ  احتمال بهخطاهای عادی کاتبان دانست.پس  توان ینمخطاها را 
  ماهانی بوده است.

که  کند یم، ماهانی فرض ۴در قضیۀ 
A

a : a b : b>2 1 2 را به ترتیب عکس  ۲یند قضیۀ . سپس فرا1
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naکــه  یطور بــه nو mدر ساخت اعــداد  ma>2 nbو  1 mb£2 بــرد. او نتیجــه  بــه کــار می 1

که:  ردیگ یم
E

a : a b : b>2 1 2  ها آنضی قابل تصحیح است،که . این اثبات نیز شامل خطاهای ریا1
  توان خطای کاتبان دانست. را نمی

  به روش تفریق دو سویه ها نسبتنظر نیریزی در مورد تعریف 
یه  مبتنی بر تفریق یها نسبت، از بعضی اصولهای مقالۀ پنجم  نیریزی در شرح تعریف های دو ســو

نســبت نــوعی «اقلیدس آمده اســت:  ۳استفاده کرده است. اولین عبارت از این دست، در تعریف 
نیریزی در شرح این تعریف، روش تفریق دو ». ارتباط از لحاظ اندازه بین دو کمیت هم جنس است

نیریزی سپس تعریف تعمیم  ١د.بر سویه را در مورد دو کمیت متوافق و دو کمیت نامتوافق به کار می
1یافتۀ زیر را که به اقلیدس نسبت داده، و من آن را تعریف 

2
تناســب «کنــد:  ، بیــان مینــامم یمــ 3

1تعریــف ». هاســت و (فقــط) بــرای حــداقل ســه کمیــت وجــود دارد تساوی نسبت
2

ترکیبــی از  3
1س است. نیریزی در شرحش بر تعریف اقلید ۸و  ۶ یها فیتعر

2
تساوی « که  دهد یم، توضیح 3

چیست. او یک تعریف کلی مبتنی بر تفریــق دو ســویه از » ها نسبت
A

a : b b : c=  همــراه بــا مثــال

کند و سپس با یــک مثــال معنــی  عرضه می
A

a : b c : d=  را بــدون عرضــۀ تعریفــی کلــی توضــیح

که این برداشت او از  مینیب یم در ادامه ٢.دهد یم
A

a : b c : d=  اگر «که:  دیگو یمکامل نبود. سپس
و تعریــف  ٣»متناســب نیســتند هــا آن، این موقعیت نباشد، ها آن، در تساوی بین ها تیکمموقعیت 

نادرست زیر را برای 
A

a : b c : d>  کند یمعرضه:  
اگر (کمیت) اول، دومی را به تعداد دفعات کمتری از تعــداد دفعــاتی کــه ســومی، «

بماند که کمیت اول را  یا هماند باقیاگر از دومی  »و«شمارد، بشمارد،  چهارمی را می
ۀ کمیت ماند باقیاز تعداد دفعاتی است که  »کمتر«به تعداد دفعاتی بشمارد که آن نیز

ه از اولی و سومی بماند ماند باقیشمارد، و اگر همچنین دو  چهارم کمیت سوم را می
های اول از دومی و چهارمی وضعیت یکسانی داشته باشند، و  هماند باقیکه به نسبت 

بینهایت ادامه یابد، آنگاه این  طور بههای جا به جا شونده  هماند باقیاین موقعیت بین 
ن موقعیت نسبت اولی به دومی بزرگتر از ، اما در ایشود ینم ناسبت بهمنجر  موقعیت

                                                    
1. Junge et al, 1932, pp. 4- 6. 
2. Junge, et al, 1932, pp. 8- 12. 
3. Junge, et al, 1932, pp. 12- 13. 
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  ١».نسبت سومی به چهارمی است
]کــه اگــر  دیــگو یمــبا نمادگذاری بخش قبلی، ظاهراً نیریــزی  ]b

a k ,...= d'و  1
c k ,...é ù= ë û1 ،

داریم 
A

a : b c : d>  اگر'k k<1 k'و اگر  1 k=1 1 ،'k k<2 ، .... در حقیقت 2
A

a : b c : d>  اگــر
'k k<1 k'یا  1 k=1 1 ،'k k>2 وم ریاضی درســت در اینجــا، کلمــات الی آخر. برای ایجاد مفه 2
تغییر یابند. نیریزی ســپس تعریفــی از » بزرگتر«و » یا«باید به  ،که در نقل قول آمده» کمتر«و » و«

البته با تبدیل همۀ کلمــات  -، که از نقل قول بیان شدهکند یمنسبت کوچکتر از نسبت دیگر عرضه 
کــه  رســد یمــآید. که این تعریف نیز نادرست است. پس به نظر  به دست می -»بیشتر«به » کمتر«

  ٢احتمالاً نیریزی مضمون ریاضی آن را درک نکرده باشد.

یــادآور بازســازی تعریــف  هــا فیتعراگر خطاهای ریاضــی تصــحیح شــوند، 
A

a : b c : d>  و
A

a : b c : d< نیریزی شــبیه تعریــف  یها فیتعرو تعریف صحیح خیام هستند، اما  ٣در مقالۀ بکر

ماهانی از 
A

a : b c : d> .نیستند  
 ۵بــه ســراغ تعریــف پیچیــدۀ  و بعد ٤، کند یماقلیدس بحث  ۴نیریزی سپس در مورد تعریف 

رود:  می
E

a : b c : d=  صــحیح  یها مضــرباگر برای هــر جفــتma ،mc ،nb ،nd  داشــته
ـــــیم:  maباش nb mc nd> Û maو  < nb mc nd= Û maو  = nb mc nd< Û < .

قادیر بلکه مقایسۀ م ،m ،n یها مضربکه منظور اقلیدس نه مقایسۀ  دهد یمنیریزی ابتدا توضیح 
ma ،nb ،mc  وnd  او با جملات زیر، که گاهی مبهمند و من در آن جاهــا اعــداد بوده است. 

ام درون پرانتز  جایگزین کرده. کلماتی که من در متن دهد یمام، متن را ادامه  ) را وارد کرده۲) و (۱(
  دار < > آمده است و همۀ کلمات برجسته شده از من است. گوشه

های عدد مشــترکی  منظور او (اقلیدس) این است که مقدار فزونی شبیه به مضرب«
، کــه (کمیــت) اول، (کمیــت) دوم را و (کمیــت) ســوم (کمیــت) چهــارم را اســت

ی متوافق و سومی بــا چهــارمی متوافــق ، و این وقتی است که اولی با دومشمارد یم
) تعداد دفعاتی کــه کمیــت ۱باشند. اگر متوافق نباشند، ولی نامتوافق باشند، آنگاه (

 شبیه به تعداد دفعاتی اســت کــه شمارد یمدومی را  های مضرباولی  های مضرب

                                                    
1. Junge, et al, 1932, pp. 12- 13. 
2. Junge, et al, 1932, pp. 12, n. 1 
3. Becker, 1933a, p. 312. 

  »توانند نسبتی با یکدیگر داشته باشند که مضربی از هرکدام بتواند از دیگری بیشتر شود. ها وقتی می کمیت. «٤
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) تعــداد دفعــاتی کــه ۲شــمارد؛ و ( چهارمی را می های مضربسومی  های مضرب
ۀ مانــد باقیمساوی با تعداد دفعاتی اســت کــه < شمارد یممی اولی را ۀ دوماند باقی

ۀ دومی را ماند باقیۀ اولی ماند باقی، و تعداد دفعاتی که شمارد یمچهارمی سومی را 
ۀ چهارمی را ماند باقیۀ سومی ماند باقیمساوی با تعداد دفعاتی است که>  شمارد یم
  ١».یابد و این تا بینهایت ادامه می شمارد یم

کنــد.  ، مفهوم ریاضی پیدا می»های مضرب«این عبارت با حذف چهار مورد برجسته شدۀ واژۀ 

ماند، تعریف کلی  آنچه می
A

a : a b : b=2 1 2 گیرم که نیریزی به ایــن تعریــف  است. من نتیجه می 1
  .درک نکرده است بتمایز آن را با تعریف اقلیدس خو واقع در، ولی هدسترسی داشت

  دهد: ی ادامه مینیریز
 ییهــا اثباتخواســت  اقلیدس منظور دیگری غیر از این نداشت. هر کسی کــه می«

برای این و دیگر چیزهای (مرتبط) عرضه کند، دچــار انحــراف شــده بــود، زیــرا بــه 
تر بــود، و اگــر منظــورش صــرفاً  شد که موضوعشان پیشــرفته کشانده می ییها هیقض

برد که این چیز نیاز به اثبات ندارد، زیرا برای کسانی که بــه  حقیقت بود، باید پی می
اند جزو اصول اولیه است، چون هر رساله اصولی دارد که مطابق  این جایگاه رسیده

  ٢».با سطح آن رساله است
یه شاید منظور نیریزی  این است که تعریف اقلیدس معادل با تعریف مبتنــی بــر تفریــق دو ســو

  است، اما ظاهراً در شرح خود بر این کار مقدماتی نیازی به اثبات گزارۀ 
E A

a : b c : d a : b c : d= Þ =  
  دید. نمی

. چون استنگرفته  ریتأثاز آن  احتمالاً ، باشدکه اگر نیریزی رسالۀ ماهانی را دیده  رمیگ یمنتیجه 
، ها نســبتبزرگتــر یــا کــوچکتر از دیگــر  یها نسبتمبتنی بر تفریق دو سویۀ نیریزی از  یها فیتعر
ق کــه نیریــزی شــرحش را نوشــت،  ۲۸۶از مقالۀ ماهانی گرفته شــده باشــد، در حــدود  تواند ینم

  نوشتارهای دیگری در این موضوع باید در دسترس بوده باشند.

                                                    
یاً لعدد المقادیر الّتي تقدر أضعاف الثّالث لأضعاف الرّابع « . متن عربی:١ فیکون عدد المقادیر الّتي تعدّ أضعاف الأوّل لأضعاف الثّاني مساو

یاً لعدد المقادیر الّتي تقدر (فضلة الرّابع للثالث ویکون عدد المقادیر الّ  تي تقدر ویکون عدد المقادیر الّتي تقدر فضلة الثّاني للأوّل مساو
  ».فضلة الأوّل لفضلة الثّاني مساویاً لعدد المقادیر الّتي تقدر) فضلة الثّالث لفضلة الرّابع ثمّ لا یزال کذلک إلی غیر نهایة

2. Junge, 1932, pp. 16- 17. 
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  ها دو سویه برای نسبتنظر خیام در مورد نظریۀ تفریق 
تألیف خیام  رسالة فی شرح ما اشکل من مصادرات اقلیدساکنون تحلیل کوتاهی از دومین بخش 

تــألیف » عمــر خیــام و تفریــق دو ســویه«کنم (نیز بنگرید به مقالــۀ  ق) را عرضه می ۵۳۶ – ۴۲۰(
ریــق دو ســویه های نســبت اقلیدســی و مبتنــی بــر تف ویتراک). این بخش دوم به رابطۀ بــین نظریــه

» حقیقــی« یهــا فیتعرمبتنی بر تفریق دو سویه  یها فیتعردارد. بر اساس نظر خیام، اختصاص 
 یهــا اثباتاند. هدف بخش دوم عرضــۀ »معروف«اقلیدسی فقط  یها فیتعرهستند، در حالی که 

ی هــا بزرگتر است. بنابراین خیام همان قضیه یها نسبتمساوی و  یها نسبتمعادلی از دو تعریف 
  هایش خیلی متفاوتند.  کند، اما اثبات ماهانی را ثابت می

بین اعداد گویا  یها نسبتهای مورد نظر،  دارد در مورد حالتی که نسبت یا جداگانهخیام بحث 
  هستند. در اینجا با این حالت کاری نداریم.

پذیرد کــه بــرای دو جفــت از  گنگ به عنوان یک اصل موضوع می یها نسبتخیام در بحثش از 

، یا c ،dو  a،bهم جنس یها تیکم
A

a : b c : d>  یا
A

a : b c : d= یا
A

a : b c : d< بــرای دو .

aنسبت  : b  وc :d  که در تعریف اقلیدسی
E

a : b c : d=  کــه  کند یم، خیام فرض کند یمصدق
a : b  وc : d  ثابــت  اصــولاقلیدس در مقالۀ پــنجم  ۀلیوس بهرا که  ها نسبت یها تیخاصنیز همۀ

  دارند.  ،کرده است
خیام به عنوان اصل موضوع وجود یک جز چهارم تناسب را به روشی که با نمادهای امروزین به 

  ١کند: صورت زیر است، فرض می
  :کمیت دیگری باشد، آنگاه cدو کمیت هم جنس باشند و  a ،bاگر 

وجود دارد چنان که  cاز همان جنس f. کمیتی مانند ۱
A

a : b c : f=؛  

f. کمیتی مانند ۲ وجود دارد چنان که  cاز همان جنس '
E

a : b c : f '=.  
fو  fخیام تمایز آشکاری بین  و  fهایش این فرض ضمنی را که  شود، اما در اثبات قائل نمی '

f   گیرد. میضرورتاً برابرند در نظر ن '
fیا  fوجود جزء چهارم تناسب  یک فرض مشکل برانگیز است، زیرا متضمن حــل مســائل  '

  ٢.شود یمتربیع دایره،  مثلاً عددی بسیاری، 

                                                    
1. Djebbar, 1977, p. 48; Vahabzadeh, 1999, pp. 292-293, 350-351; Djebbar, 2002, p. 113. 

را مربعی  aبه صورت زیر بیابیم:  rتوانیم تربیع یک دایره را با شعاع  ر هر تناسب جزء چهارمی وجود داشته باشد، می. اگر فرض کنیم که د٢
aخطی باشــد کــه  پــاره fکنیم  را یک پاره خط دلخواه گرفته و فرض می r ،cای به شعاع  را دایره r ،bبه ضلع  : b c : f= اگــر .g  واســطۀ

← 
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کــه  کند یمخیام ابتدا به روشی متفاوت با روش ماهانی ثابت 
E A

a : b c : d a : b c : d= Þ = .
  ه در متن خیام بر اساس دو لم زیر است:ماند باقیسه اثبات 

: ۱. لم ۱
A

c : d c : f d f= Þ =،١  

: ۲. لم ۲
A

c : d c : f f d> Þ >،٢  
بــه اثبــاتی  هــا آنمبتنی بر تفریق دو سویه هســتند.  یها فیتعرا نتیجۀ منطقی مستقیم ه این لم

  ماهانی نیاز ندارند.  ۲پیچیده نظیر قضیۀ  
  اند: اکنون سه اثبات دیگر ساده

فرض کنید  ·
A

a : b c : d= پس کمیتی مانند ،f  وجود دارد که
E

a : b c : f=بــر  . پس بنــا

قضیۀ اول 
A

a : b c : f= ۱ابر لم و نیز بن ،d f=  که از آنجا
E

a : b c : d= .  

فرض کنید  ·
E

a : b c : d> اگر .
A

a : b c : d= :بنابر قضیۀ قبلی داریــم ،
E

a : b c : d=  کــه

متنــاقض بــا فــرض اســت. اگــر 
A

a : b c : d< کمیتــی ماننــد ،f وجــود دارد چنــان کــه
A

a : b c : f= همچنــین ،
A

c : f c : d< ــابر لــم f، ۲، پــس بن d> ــابر قضــیۀ قبلــی . بن
E

a : b c : f= بنابراین ،
E

c : f c : d>اقلیدس  اصولمقالۀ پنجم  ۱۰ر قضیۀ ، همچنین بناب

f d<  که (باf d>تناقض دارد. پس (
A

a : b c : d>  .  

فرض کنید  ·
A

a : b c : d> ،در اثبات قبلی .E  را باA  را با  اصولمقالۀ پنجم  ۱۰و قضیۀ

. در نتیجه داریم: میکن یمعوض  ۲لم 
E

a : b c : d>.  
تجزیه و تحلیل مختصرم را از نوشتۀ خیام با بحثی از تعریف او برای نسبت بزرگتــر کــه شــامل 

ینجــا بــرم. در ا فهرست ناقصی از حالات عرضه شده در ترتیبی به هم ریختــه اســت، بــه پایــان می
دهم، نــه تنهــا  مورد بحث قرار مــی ٣زاده وهابتعریف خیام را با جزئیاتی بیشتر از اطلاعات مقالۀ 

                                                    →  
است. [در مورد تاریخ جزء چهارم تناســب در هندســۀ یونــانی: نــک:   cمساوی با دایرۀ به شعاع  gباشد، مربع به ضلع  fو  cهندسی بین 

Becker 1933b.[  
1. Vahabzadeh, 1999, p. 295. Lemma 2.3. 
2. Vahabzadeh, 1999, p. 296. Lemma 2.4. 
3. Vahabzadeh, 1999, pp. 291- 292.  
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بلکه همچنــین بــرای آنکــه دشــواری  ،بدین علت که ممکن است وی از ماهانی تأثیر پذیرفته باشد
) را ۸) تــا (۱موضوع برای ریاضیدانان دورۀ اسلامی را نشان دهم. به منظور وضوح مطلب، اعداد (

  ١:دیگو یمکنم. خیام  در تعریف وارد می

در مورد (تعریف) هندسی (از «
A
): اگر همۀ مضارب اولی از دومی کــم شــوند و <

 یا همانــد باقیبماند، و همۀ مضارب سومی از چهــارمی کــم شــوند و  یا هماند باقی
) ایــن ۲) تعداد مضارب اولی کمتر از تعداد مضارب سومی باشد، یــا (۱بماند، و (

ۀ دومی از اولی کم شوند ماند باقیتعداد مساوی با آن تعداد باشد، اما همۀ مضارب 
ۀ چهارمی از ســومی کــم شــوند تــا ماند باقیبماند، و همۀ مضارب  یا هماند باقیتا 

ۀ دومــی بیشــتر از تعــداد مضــارب مانــد باقیای بماند، تعــداد مضــارب  هماند باقی
این تعداد نیز مساوی با آن تعداد شود، ولی اگر همۀ ۳ۀ چهارمی شود، یا (ماند باقی  (

 یها مضــربۀ دومــی کــم شــوند، و همــۀ مانــد باقیۀ اولی از ماند باقی یها مضرب
ۀ مانــد باقی یها مضــربۀ چهارمی کم شوند، و تعداد ماند باقیسومی از ۀ ماند باقی

 یا هماند باقی) یا هیچ ۴( ٢،»ۀ سومی شودماند باقی یها مضرباز تعداد «اولی کمتر 
ۀ چهــارمی یــا از مانــد باقیاز  یا همانــد باقیۀ دومی یا دومــی نمانــد، و ماند باقیاز 

(یعنی طبق نظریۀ تفریق دو سویه) نسبت اولی به دومی  واقع بهچهارمی بماند، آنگاه 
  ضرورتاً بزرگتر از نسبت سومی به چهارمی است. 

چیــزی  شیها همانــد باقی) از دومی یا از ۵کلی در این نوع (از نسبت): اگر ( طور به
) یــا ۶( ٣،»چیــزی بــاقی نمانــد شیها همانــد باقیاز چهــارمی یــا «باقی نمانــد، یــا 

                                                    
هندسي، فإذا فصل جمیع أضعاف الأول من الثاني وبقیت فضلة، وجمیع أضعاف الثالث من الرابع وبقیت فضلة، وکــان  وأما«. متن عربی: ١

، لکن <إذا> فصل جمیع أضعاف فضلة الثاني »العدد«عدد أضعاف الأول أقلّ من عدد أضعاف الثالث، أو کان هذا العدد مساویاً لذلک 
کثــر مــن من الأول حتی بقیت فضلة، وفصل جمیع أض عاف فضلة الرابع من الثالث حتی بقیت فضلة، فکان عدد أضعاف فضــلة الثــاني أ

یاً لذلک العدد، لکن إذا فصل جمیع أضعاف فضلة الأول من فضــلة الثــاني، وجمیــع  عدد أضعاف فضلة الرابع، أو هذا العدد أیضاً مساو
لّ <من عدد أضعاف فضلة الثالث>؛ أو لم یبق من فضلة الثــاني أضعاف فضلة الثالث من فضلة الرابع، فکان عدد أضعاف فضلة الأول أق

أو من الثاني فضلة، وبقیت من فضلة الرابع أو الرابع فضلة؛ فإن نسبة الأول إلی الثاني أعظم من نســبة الثالــث إلــی الرابــع لا محالــة فــي 
ة، <ویبقی من الرابع ومن فضلاته فضلة>؛ وإمــا أن وبالجملة في هذا الضرب یکون إما أن لا یبقی من الثاني ومن فضلاته فضل» الحقیقة

یکون فضلاته أقلّ <من فضلات الرابع>؛ وإما أن یبقی من الأول وفضلاته فضلة، ولا یبقی من الثالــث وفضــلاته فضــلة؛ وإمــا أن تکــون 
کثر من فضلات الثالث؛ یلزم أن یکون نسبة الأول إلی الثاني أعظم من نسبة الثالث إلــی الرابــع. ولهــذا المعنــي تفصــیل  فضلات الأول أ

این قسمت در متن اصلی ). «۳۲۰م، ص ۲۰۰۵(راشد و وهاب زاده، » أطول من هذا یمکنک أن تعرفه بهذا القانون الذي تعلّمته؛ فافهم.
  ».  مقاله نیامده است

رشدی راشد و بیژن وهاب زاده آن را در متن اند، افتاده بوده ولی  ای که نویسندۀ مقاله در دسترس داشته . احتمالاً این قسمت در متن نسخه٢
  اضافه کرده و مترجم این مطلب را به متن ترجمه اضافه نموده است.    ریاضیات عمر خیامکتاب 

  . این قسمت در متن اصلی مقاله نیامده و مترجم این مطلب را به ترجمه افزوده است.   ٣
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) یــا از اولــی یــا ۷باشــد، (» چهــارمی یها همانــد باقیاز «آن کمتــر  یها هماند باقی
چیزی باقی نماند،  شیها هماند باقیچیزی باقی بماند، و از سومی یا  شیها هماند باقی

سومی باشد، آنگاه  یها هماند باقیاولی (از نظر تعداد) بیشتر از  یها هماند باقی) یا ۸(
می به چهــارمی اســت. بــرای ایــن مفهــوم نسبت اولی به دومی بزرگتر از نسبت سو

با این قاعده که به شما یــاد  دیتوان یمبیشتر از این است، و شما  ها حالت یبند طبقه
  ».آن را بدانید، و در نتیجه آن را بفهمید ام داده

  شود: برم عرضه می در اینجا تفسیری از تعریف خیام با نمادهایی که من به کار می
نامم. خیــام،  می b1و  a2 ،a1 ،b2اولی، دومی، سومی و چهارمی او را به ترتیب  یها تیکم

aکه  کند یمدرست مانند ماهانی، فرض  a<2 bو  1 b<2 (کــه مــن » ۀ دومــیماند باقی«. سپس 1
a3 (کــه مــن» ۀ چهــارمیماند باقی«نامم) و  میb3 نــامم) را بــه صــورت  میa k a a= +1 1 2 و  3

'b k b b= +1 1 2 aچنان کــه  k1'و  k1برای اعداد صحیح  3 a£ <3 bو  20 b£ <3 تعریــف  20

کند. پس  می
A

a : a b : b>2 1 2 k'اگر  1 k<1   ).۱(حالت  1
k'اگر  k=1 a کند یم، او ضمناً فرض 1 ¹3 bو  0 ¹3  a4(کــه مــن » ۀ اولــیمانــد باقی«و  0

ــامم) و  می ــد باقی«ن ــومیمان ــن » ۀ س ــه م ــورت  می b4(ک ــه ص ــامم) را ب aن k a a= +2 2 3 و  4
'b k b b= +2 2 3 aچنان کــه k2'و  k2برای اعداد صحیح  4 a£ <4 bو 30 b£ <4 تعریــف  30

کند. پس  می
A

a : a b : b>2 1 2 k'اگر  1 k<2   ).۲(حالت  2
k'اگر  k=2 a کند یم، او ضمناً فرض 2 ¹4 bو  0 ¹4 را با همان روش به  k3'و k3و سپس  0
aصورت k a a= +3 3 4 b'و  5 k b b= +3 3 4 aها آنکه در  5 a£ <5 bو 40 b£ <5 تعریــف 40

. پسکند یم
A

a : a b : b>2 1 2 k'اگر  1 k<3   ).۳(حالت  3
کــه  دیــگو یمــبــرد و  ضــمنی خــود پــی می یهــا فرضبا رسیدن به این مرحله، او به بعضی از 

A
a : a b : b>2 1 2 k'نیز اگر ( 1 k=3 3 (a =5 0 ،b >5 aیا  0 =3 0 ،b >3   ).۴(حالت  0

 ها آنتر را که در  او سپس چهار حالت کلی
A

a : a b : b>2 1 2  یهــا فرضن ایــن (م شمرد یمبر  1
  ).ام کردهرا عدد صحیح نامنفی دلخواهی فرض  nام و  آورده ضمنی را در پرانتز

· )'k k=1 1،(a =3 0 ،b >3  :کلی طور بهو  0
)'

n nk k- -=2 1 2 1 ،... ،'k k=2 2 ،'k k=1 1 ،(na + =2 1 0 ،nb + >2 1   ).۵(حالت  0
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· )'k k=1 1،('k k<2 'یا ( 2
n nk k- -=2 1 2 1 ،... ،'k k=2 2 ،'k k=1 1 ،('

n nk k<2 (حالت  2
۶.(  
· )'k k=1 1 ،'k k=2 2 ،(a >4 0 ،b =4  :کلی طور بهو  0

)'
n nk k=2 2 ،... ،'k k=2 2 ،'k k=1 1 ،(na + >2 2 0 ،nb + =2 2  ).۷(حالت   0

· )'k k=1 1 ،'k k=2 2  ،('k k>3   ).۸(حالت  3
هستند.  ۲و  ۱صحیح  یها حالتنادرست و مخالف  ۸و  ۶ یها حالتناقص است و  ۸حالت 

تعریــف ماهــانی اســت کــه هرگــز بــا  یهــا فرضضمنی در آغاز تعریــف خیــام مشــابه  یها فرض
  نکرده است.  صفر کارمساوی با  یها هماند باقی

  نتیجه
شاید ریاضیدانان دیگری از دورۀ اسلامی، بیش از آنچه در این مقاله ذکر شده، نظریۀ تفریق دو 

یه برای نسبت ها را  بررسی کرده باشند. به عقیدۀ من، ماهانی و خیام تعریف  سو
A

a : b c : d= 

درستی درک کردند. نیریزی تعریف  بهرا 
A

a : b c : d>  را درک نکرد؛ خیام تعریف
A

a : b c : d> 
های ساده آن را بــه کــار  توانست در حالت را به صورتی طولانی و نادرست توضیح داد، اما می

تر  ببرد؛ تنها در رسالۀ ماهانی کاربردهای ژرف
A

a : b c : d>  را، نظیر آنچــه در قضــیۀ دومــش
فعلی من این است که یک سنت واقعی از کار با روش تفریق  یریگ جهینت. میابی یمآمده است، 

تــر بــرود،  ها فیتعرها در ریاضیات دورۀ اسلامی چنان که از مطالعۀ  دو سویه برای نسبت فرا
  وجود نداشته است.
خیــام هســتند، زیــرا ماهــانی  یهــا اثباتاز  تر جالــبرسالۀ ماهانی  یها اثباتاز نظر ریاضی، 

و به اثبات از طریق برهان خلــف علاقــه نــدارد.  کند ینموجود جزء چهارم تناسب را بدیهی فرض 
را  هــا آنتــوان  اســت، زیــرا در آن خطاهــای بســیاری وجــود دارد کــه نمی پر مشکلرسالۀ ماهانی 

هــا  چــون اثبــات ،ی نوشتۀ ماهانی بــوده باشــندخطاهای کاتب دانست، و بنابراین باید در متن اصل
 یهــا اثباتنهایتــاً از  هــا آنکنم کــه  تصحیح شوند. فکر مــی توانند یم یآسان بهاند و  خیلی پیچیده

. اگر نویســندۀ اند شدهناکامل یا ناقص، گرفته  ییها روش، البته با اند دهیرسصحیحی که به ماهانی 
ن ماهــانی باشــد، بنــابراین اشد، باید یکــی از معاصــرامسلمان ب صحیح یک ریاضیدان یها اثبات

کــه  اند بودهدر یک نوشتۀ یونانی  ها اثباتدارد که احتمال انتقال ناقص بسیار نامحتمل است. بیشتر 
اقلیــدس  اصــولای از  . این نوشته شاید شــرح گمشــدهاند شدهبه صورتی نادرست به عربی ترجمه 

ثابت بن قره به عربــی  ۀلیوس بهباشد که  اصول هندسیبه نام  بوده یا متنی نظیر اثر گمشدۀ منلائوس



 

  

۶۴ 

اثبــات شــامل متن یونانی شاید شامل اثباتی با بیان نارسا اما صــحیح بــوده یــا شــاید  ١ترجمه شد.
های صحیح اقتباس شــده باشــد. ماهــانی  تر شامل اثبات ناصحیح بوده اما از یک منبع یونانی کهن

اما در این کــار  ،است خطاها و اشتباهات ریاضی را تصحیح کند متن را بازنویسی کرده و کوشیده
ریاضــیات یونــانی  در بــارۀبنابراین متن ماهانی شاید بــه مــا همــان قــدر  ٢توفیق کامل نیافته است.

یونــانی مــتن ماهــانی  منشأ. فرض من در مورد دیگو یمریاضیات تمدن اسلامی  در بارۀبگوید که 
  د بیشتر پژوهش شود. آن بای در بارۀمقدماتی است و 

  منابع 
رسالة في شرح ما أشکل من مصادرات کتاب اقلیدس لحکیم عمر بــن ابــراهیم ، ۱۳۱۴ارانی، تقی 

  ، تهران. الخیامی
، ترجمۀ دکتر نقولا فارس، بیروت، ریاضیات عمر الخیام، م۲۰۰۵ ، بیژنزاده وهابراشد، رشدی و 

  .کز دراسات الوحدة العربیةمر
  ، تهران.دانشنامۀ خیامی، ۱۳۷۷رضازاده ملک، رحیم 
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  .[Hogendijk 2000]دربارۀ این اثر بنگرید به  .١
منلائوس را، که در دسترس او بود، به صورتی معنــادار تبــدیل کنــد (نــک:  اکر. ماهانی به روش مشابه، سعی کرده است نسخۀ ناصحیح  ٢

  ).۲۶، ص ۱۹۳۶کراوزه، 
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