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1 Introduction

E. Witten proposa dans [25] de localiser les formes équivariantes fermées sur les points
critiques du carré de I’application moment (dans le cas d’'une action hamiltonienne). Cette
idée est la motivation principale de ce travail. Nous développons dans cet article un procédé
de localisation en cohomologie équivariante qui va nous permettre de réaliser le programme

de Witten.

Soit G un groupe de Lie compact, d’algebre de Lie g, opérant sur une variété M.
Notons par Hi (M) la cohomologie du complexe de de Rham (G-équivariant sur M. Nous
considérons dans cet article des objets cohomologiques plus généraux tels que 'algebre
H (M) de cohomologie équivariante a coefficients C*, et ’espace H;™ (M) de cohomologie
équivariante a coefficients généralisés qui est un module pour H (M) [11, 12, 19].

Le procédé de localisation que nous étudions dans cet article correspond a une factori-
sation du morphisme naturel [ : HX (M) — H;<(M).

Cette factorisation apparait déja dans la formule cohomologique d’Atiyah-Bott [2] dans
le cas ou le groupe G est un tore T et la variété M est compacte. Rappelons brievement
ce résultat. L’espace de cohomologie H5 (M) est un module sur I'algebre S(t*) des fonc-
tions polynomiales a valeurs complexes sur . Notons R le corps de fraction de S(t¥)
et considérons le morphisme I' : H3(M) — Hp(M) @g) R. La formule d’Atiyah-Bott

correspond a la factorisation suivante
Hip (M) —"—H7(M") @5y R

(1.1)

H (M) @s(ey R,

oit M7 désigne la sous-variété des points fixes de 'action de 7. Dans ce diagramme
on note ¢ : MT — M Dinclusion canonique et 7, le morphisme “image directe” associé.
Décomposons M1 en somme de composantes connexes F'. Notons Eul ,(Ng) € Hi(F) la
classe d’Euler équivariante du fibré normal Nr de F' dans M et Eul ,(Ng)™! son inverse

dans HL(M) @ s(e) R.



Le morphisme A est défini par I’équation

Aln) = ;i}(n) Eul,(Np)™,

pour toute classe n € H3-(M), ou ¢} : Hy(M) — Hy(F') est le morphisme de restriction a
la sous-variété F'.

Dans un cadre analytique H7°(M) est 'analogue de H5(M) @g+) R. Considérons
I'égalité P.a = 3 dans H7(M), ot P est un polynéme non nul sur t. Dans H5(M) @ R
cette égalité devient o = % - B, tandis que dans H;* (M) elle s’écrira « = P~'.3, ou P!
désigne une fonction généralisée telle que P71.P =1

Pour un groupe compact G, le morphisme [ : HZ (M) — H: (M) joue le role de

' H5(M) — HH (M) @su R défini pour un tore T

La section 2 est consacrée a un rappel des définitions en cohomologie équivariante, et
a I'introduction des classes de Thom et d’Euler équivariantes.

Dans la section 3, nous obtenons la forme générale de notre formule de localisation. Le
résultat principal est le théoreme suivant.

Théoreme 3.7 Considérons une sous-variété compacte C de M qui est G-invariante,
et notons 1¢c : C — M ['inclusion canonique. Supposons que la sous-variété C vérifie les
deuz conditions suivantes:

1) 1l existe une 1-forme X sur M, G-invariante, telle  que
C={meM]| (\.,v)=0, YVoeT,(Gm)}"
2) Le fibré normal de C dans M, Ne, est orienté.

Nous avons alors le diagramme commutatif suivant

Heg (M) ——=H5=(C)

\ l(iC)*

ot A : HE (M) — H;™(C) est défini par Uéquation

Am) =) Alm), n € Hg(M).

La forme A(1pr) € HE™(C) vérifie 1o = Eul ,(Ne) A(1ar), ou Eul ,(Ne) est la classe d’Fuler

cquivariante du fibré normal N¢.

Pour démontrer ce théoreme, nous avons remplacé le procédé de limite de Bismut-
Witten [6, 25] par une partition de I'unité en cohomologie. Nous montrerons que ce procédé
de localisation implique a la fois les formules de localisation “abélienne” (d’Atiyah-Bott,
Berline-Vergne) et “non-abélienne” (de Jeffrey-Kirwan-Witten).

'T,,(G.m) est Iespace tangent en m & lorbite G.m.



Il sera important d’avoir une expression explicite de la classe équivariante A(1), en
fonction de A. Nous le ferons dans les sections 5 et 6.

Si M est compacte et orientée, I'intégration [y, est une application de H;> (M) dans
I’espace des fonctions généralisées G-invariantes sur g. Cette application envoie HE (M)
dans le sous-espace des fonctions C* et G-invariantes de g.

Un corollaire immédiat a ce théoreme est la formule intégrale suivante.

Corollaire 3.10 Supposons la variété M orientée. Les orientations de M et des fibres
de N¢ déterminent une orientation de C. Au moyen du diagramme précédent, on voit que
pour tout n € HE (M) a support compact sur M, on a Uégalité de fonctions généralisées
G-invariantes sur g suivante

Jon =] Getam)
= [Am) = [iemAta) .

Soit & — M un G-fibré vectoriel réel orienté. Supposons qu’il existe un élément 5 € g tel
que £° = M: le champ de vecteurs sur & engendré par 3 s’annule exactement sur M. Soit
G/(/3) le sous-groupe de (i stabilisateur de 3. Nous définissons dans la section 3 une forme
G/()-équivariante a coefficients généralisés Ful 51(5) telle que Eulgl(E).Eulo(E) = 1.
Cet inverse de la classe d’Euler est dans 'esprit du procédé de polarisation des poids de
Guillemin-Lerman-Sternberg et Guillemin-Prato [13, 14]: on “polarise” ici avec 3 € g.

La forme Eulgl(E) est utilisée dans les sections suivantes ou nous explicitons notre
procédé de localisation. Dans le cas oil le groupe G est un tore tel que €9 = M, nous
montrons que la transformée de Fourier de Eulgl(E) est une mesure localement poly-
nomiale, supportée par le demi-plan {¢{ € g*, (£,5) > 0}, et a valeurs dans les classes
caractéristiques du fibré £.

Dans la section 4, nous obtenons une formulation du théoreme d’Atiyah-Bott et Berline-
Vergne [2, 4] dans le cadre donné par Bismut [6] comme une réalisation du Théoreme 3.7.

Théoreme 5.1 Considérons l'action d’un groupe de Lie compact G sur une variété
compacte M. Pour 3 € g, notons M” les points fizes du sous groupe engendré par j3.
Décomposons la sous-variété M® en somme de composantes connexes F. Nous avons le
diagramme commutatif suivant

o0 A — 00 — 00
HG(ﬁ)(M) —ﬁ>HG(ﬁ)(Mﬁ) = @FHG(B)(F)

ot tg = Dpip : M? — M est Uinclusion, el

Ag(n) = @rpip(n) Bul 71 (NF) |

4



ou Ng est le fibré normal de ' dans M.

A la sous-section 5.2, nous appliquons ce théoreme au calcul de la mesure de Duistermaat-
Heckman [10] dans le cas d’une action symplectique d’un tore. Notre résultat est similaire a
celui de Canas da Silva-Guillemin dans [8] (voir Théoreme 2). Nous exprimons la mesure de
Duistermaat-Heckman en termes de convolutions de mesures de Heaviside, et généralisons
ainsi un résultat de Guillemin-Lerman-Sternberg [13].

Dans la section 6, nous utilisons notre procédé de localisation pour mettre en oeuvre
I'idée de localisation de Witten dans le cas d’une action hamiltonienne [25].

Considérons un groupe compact G munie d’une action hamiltonienne sur une variété
symplectique compacte (M,€Q). On note p : M — g* I'application moment. On mu-
nit 'espace vectoriel g* d’un produit scalaire G-invariant. Soit H le champ de vecteurs
hamiltonien associée a la fonction ||u|*.

Considérons en suivant Witten la 1-forme G-invariante A := (H,.)ar, ou (.,.)n désigne
une métrique riemannienne G-invariante sur M. On a alors

{meM|{\,,v)=0, Yoe T, (Gm)} = {meM|H,=0}
= {me M| d|ul7, =0}

Pour effectuer la localisation une difficulté demeure: I’ensemble Cr(||x||?) des points
critiques de la fonction ||u||* ne forme généralement pas une sous-variété de M. Cette
difficulté peut étre contournée dans le cas d’une action d’un tore.

Nous supposons maintenant que le groupe G est un tore T', d’algebre de Lie t, et on
note j : t* — t I'isomorphisme associé au produit scalaire sur t*. L’action de T sur t* étant
triviale, les applications p. = p<e sont encore des applications moment, et nous montrons
que pour ¢ générique, Cr(||pc||?) est une sous-variété lisse de M.

Nous consacrons la premiere partie de cette section a 1’étude de ’ensemble Cr(]|p|?).
Nous introduisons une collection B de sous-espaces affines de t* qui va paramétrer une
subdivision de cet ensemble (Définition 6.7). Pour chaque A € B, notons Ta le sous-tore
d’algebre de Lie le sous-espace de t orthogonal a la direction du sous-espace affine A.
Notons ta 'algebre de Lie de Th.

D’apres [18], nous avons

Propositions 6.8, 6.9 Les points critiques de ||u.]|* se mettent sous la forme

Cr(llp=l*) = U M= 0 p= (B(e, A)),

AeB

ou (e, A) est le projeté orthogonal de & sur A. Pour e générique, l'ensemble Cr(||pe||?) est
une sous-variété de M, l'union précédente est disjointe, et le groupe T [Tx agit localement

librement sur C5 = M™> N u=Y(B(s, A)).

En appliquant notre procédé de localisation dans ce contexte nous obtenons le théoreme
suivant.



Théoreme 6.16 Soit ¢ € t* générique. Nous avons le diagramme commutatif suivant

Hy (M) SaH™(CR)
\ l (1.2)
H7™ (M)

ot = Baia : UaCX — M est Uinclusion. Le morphisme A est défini par
A(n) = Baes 1aln)Aa
avec Ap € HZ™(CR).

La forme Ay apparait déja dans la formule de Jeffrey-Kirwan [16]: elles se placent sous
I’hypothese d’une action libre de T sur g=*(0), ce qui impose t* € 5.
La fin de la section 6 est consacrée a 1’étude des formes a coefficients généralisés Ax.

Comme le groupe T'/Tx agit localement librement sur la variété C'§, on peut définir la
V-variété quotient M5 := CZ/T/TA [17]. Nous avons le morphisme de Kirwan [18] ka :
HF (M) — HF, (M3), défini comme le composé du morphisme de restriction HF (M) —
HF (CR) et de l'isomorphisme de Chern-Weil Wa : HF (C3) = HF, (M3).

Notons ma : H72(M3%) = H7>(C3 ) isomorphisme compatible avec le morphisme de
Chern-Weil: pour o € HF(C}) et 3 € Hy” (M%) nous avons a.ma(B) = ma (WA(oz)ﬂ)
(voir [19], Théoreme 91).

Soient Ba = j7Y(B(s,A) &¢) € ta et N le fibré normal de M2 dans M restreint a
C'%. Notons Ea = NA/T/TA le V-fibré vectoriel Th-équivariant sur M¢% . Pour ¢ générique,
le champ de vecteurs sur € engendré par S5 s’annule exactement sur M. Ces données
permettent de définir une forme Th-équivariante fermée a coeflicients généralisés sur M7 :

Ful 3! (€a) € M7 (M3),

Proposition Nous avons, dans H7(C%), Uégalité

A = ma(ka(n) Bul 5(En)), 75 € HF (M),

Comme corollaire de ces résultats nous obtenons une formule intégrale qui complete
I’expression obtenue par Vergne dans [23] (voir le Théoreme 19).

A chaque composante connexe I de C'§ on associe le groupe S2(F') qui est le stabilisa-
teur générique de T /T sur F et on note |S2|(F) son cardinal. I’application I — [S2|(F)
détermine une fonction localement constante sur M5 qui sera notée |S2|.

Théoréme 6.22 Soient ¢ € t* générique et n € HF(M). Pour toule fonction ¢ €
C>™(t) a support compact, nous avons

[ nlx06(x)dx = e / EXA@kmwxnEulg;@)(xl)dxl.



avee cp = (271) 1A vol(T/Ta,dX;) et dX = dX1dX; avec X; € ta et X,y € t/ta.

Au moyen de ce théoreme et de I’étude effectuée sur la transformée de Fourier des classes
Eul EAI (Ea), nous avons donné dans [21] une description du comportement asymptotique des
fonctions de partition introduites par Witten [25] qui précise les résultats de Jeffrey-Kirwan

[16].

Remerciements. Je suis particulierement reconnaissant a M. Vergne pour les conseils
et les encouragements qu’elle m’a prodigués depuis plusieurs années. Je la remercie aussi
pour 'aide apportée dans la rédaction de ce manuscrit.

2 Cohomologie équivariante - Définitions

Les principales références pour cette section sont [3, 19, 20].

Considérons un groupe de Lie compact G, d’algebre de Lie g, agissant de maniere C*
sur une variété différentielle M. On note A(M) I’algebre sur C des formes différentielles et
d la dérivation extérieure. Soit A.:(M) la sous-algebre des formes a support compact sur
M. Si £ est un champ de vecteurs sur M, on note ¢(¢) : A(M) — A(M) la contraction
par le champ de vecteurs £.

L’action de GG sur M détermine un morphisme X — Xj; de g dans 'algebre des champs
de vecteurs de M.

2.1 Définitions

Rappelons les différents complexes de de Rham (G-équivariants sur M. Nous avons trois
espaces de formes différentielles équivariantes A%L(M) C AX (M) C AZ7 (M), respective-
ment a coefficients polynomiaux, C* et généralisés. Le modele des formes équivariantes a
coefficients polynomiaux est dii a H. Cartan, tandis que les formes équivariantes a coeffi-
cients C™ et généralisés ont été étudiées par Berline, Duflo, Kumar et Vergne [3, 4, 12, 19].
Rappelons leurs définitions.

Soit C*(g, A(M)) 'algebre des formes a(X) sur M dépendant de maniere C* de
X € g. Nous noterons AX (M) la sous-algebre de C*(g, A(M)) formée des éléments
G-invariants: ces éléments sont appelés formes équivariantes a coefficients C*. Soit S(g*)
I’espace des fonctions polynomiales sur g. On note AL (M) := (S(g*) @ A(M))G la sous-
algebre de AZ (M) des formes équivariantes a coefficients polynomiaux. La différentielle
D sur AY (M) et donnée par I’équation

Va € AX(M), (Da)(X):=(d e X)) (a(X)), X €q.

On vérifie que D laisse AL (M) stable et que D* = 0 sur AX(M). Les cohomologies
associées a (AX (M), D) et (AL(M), D) sont appelées respectivement la cohomologie G-
équivariante a coefficients C* et polynomiaux de M, et sont notées respectivement H (M)

et HE(M).



L’algebre AZ (M) admet une sous-algebre AF _ (M) = C> (g, Aepe(M))“, stable par
rapport a la différentielle D. La cohomologie associée a (AZ.,,(M),D) est appelée la
cohomologie G-équivariante a support compact Hg ., (M).

L’opération de localisation que nous allons développer dans la prochaine section nécessite
I'utilisation des formes équivariantes a coefficients généralisés.

Soit C~*(g, A(M)) 'espace des fonctions généralisées sur g a valeurs dans A(M). C’est,
par définition, I’espace des applications C-linéaire continues Hom(111(g), A(M)) de 'espace
des densités C* a support compact 112(g) de g dans A(M), ou 111(g) et A(M) sont munis
de la topologie C*.

On note A;™(M) le sous-espace des éléments G-invariants de C~*°(g, A(M)). On a
une inclusion canonique AZ (M) C A;> (M) et la différentielle D définie sur AZ (M) se
prolonge & AZ*(M). Soit {E',---, E"} une base de g, alors pour tout n € A;*(M) on a

Voemis), <Din)osi=d<nd>od Bl <n6.X >,
k=1

ot Xy,---, X, sont les fonctions coordonnées sur g. On montre que D? = 0 sur A;*(M)
[19]. La cohomologie du complexe (A;>(M ), D) est appelée la cohomologie GG-équivariante
a coefficients généralisés de M, et est notée H;™(M). Le sous-espace Ag7 (M) =
C=(g, Aept (M) est stable par rapport a la différentielle D, et on note Heo (M) la
cohomologie associée a (Ag" (M), D).

Si M est un point, on voit d’apres la définition que H (point) = S(g*)“, HX (point) =
C>(g) et HZ™ (point) = C~*(g)¢. L algebre H (M) est munie d'une structure naturelle
de C*(g)“-module, tandis que 'espace Hg™ (M) est un module pour HE (M ).

L'inclusion AZ (M) C Az (M) induit en cohomologie le morphisme naturel
I HE (M) — Hz® (M),

Remarque: Le morphisme [ n’est pas injectif en général. A la section 5, on verra que
si M est une variété munie d’une action libre d’un tore &, ce morphisme est nul.

Si ¢ @ M — N est une application G-équivariante entre deux (G-variétés, 1'image
réciproque par ¥ des formes différentielles sur N définit un morphisme

Y7 AGT(N) = AT (M)

qui commute avec la différentielle équivariante. On note encore par 1* le morphisme induit
en cohomologie.

Soit C~°(g)“ I'espace des fonctions généralisées sur g et invariantes par G. Si M est
une (F-variété orientée, 'intégration sur M détermine une application

| AT e (g

o e /Ma(X) ,
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définie par I’équation < [, a(X), o(X)dX >:= [, < a(X), ¢(X)dX >, pour toute densité
a support compact ¢(X)dX.

Cette application d’intégration envoie le sous-espace AX (M) dans 1’algebre C>(g)“
des fonctions C* sur g qui sont G-invariantes. On vérifie que cette opération d’intégration
annule toutes les formes exactes, et détermine le morphisme [y, : Hz™ (M) — C=>°(g)“.

Nous avons le diagramme commutatif suivant

HE (M) ——Hg> (M)
fMl fMl (2.3)

C=(g)" —=C">(g)",

ot le morphisme C*(g)“ — C~>(g)“ correspond & I'inclusion canonique. Dans le reste
de cet article on se servira implicitement de la commutativité de ce diagramme qui peut
se résumer par 1’égalité: [, n = [, I(n) pour tout n € HF (M).

2.2 Classes de Thom et d’Euler équivariantes

Considérons p : & — M un fibré vectoriel réel muni de ’action d’un groupe de Lie compact
(. Pour simplifier les notations, on suppose que la variété M est compacte.

Définition 2.1 Le fibré vectoriel p : € — M est dit G-orienté si les fibres de p sont ori-
entées, avec une orientation qui varte continument, et si l'action de G préserve ['orientation

des fibres.

Fixons une G-orientation o sur les fibres de £. On note indifféremment p, ou [¢
Papplication de A.,:(€) dans A(M) d’intégration le long des fibres. C’est un morphisme
de A(M)-module a gauche: pour tout o € A(M) et n € A.:(E)

“(a)An=aAh
/S/Mp(a) n=ah o

Cette intégration peut étre étendue aux formes équivariantes, on vérifie qu’elle commute
avec la différentielle et induit un morphisme en cohomologie:

[y HE (€)= HE Q).
Suposons le fibré vectoriel &€ — M G-orienté. Il existe une seule classe u € H _:(€)

telle que
/ u = 1M7
E/M

ou 1y désigne la fonction constante égale a 1 sur M. Cette classe, notée Thom,(E), est
appelée la classe de Thom équivariante du fibré £.



Un représentant explicite de Thom,(€) est donné dans [20]. Notons ¢ : M — & la
section nulle. La multiplication par Thom,(€) induit I'application “image directe” i.:
ix(a) = Thom,(E) A p*(a) de HZF (M) dans Hg . ,(€). Puisque Thom, (&) est a coefficients
C, on peut définir de la méme fagon I'application i. : Hg™ (M) — Hg7 ().

Rappelons l'isomorphisme de Thom en cohomologie équivariante a coefficients C~*
(Proposition 11 de [19]).

Proposition 2.2 Soit G un groupe de Lie compact et soit p : € — Mun fibré vectoriel
réel G-équivariant et G-orienté sur une base M compacte. Les applications

bt Hg™ (M) = HGS,(E)

el
g HEEE) = ()

sont des isomorphismes, inverses ['un de [autre.

Définition 2.3 La classe d’Fuler équivariante du fibré € — M, notée Eul,(€), est par
définition €gale a la restriction a M de la classe de Thom équivariante:

Eul (&) := *(Thom ,(&)) .

On se fixe pour la suite un produit scalaire (.,.) sur les fibres et une connexion euclidi-
enne V¢, tous deux G-invariants. Ceci permet la construction d'un représentant explicite

de Eul ,(€) (voir [3], chapitre 7).

A partir du fibré £, on définit les fibrés End(€) := € @ €%, AE*, et so(&): pour tout m
dans M, so(€), = {A € End(&,), (Ay,y) = 0 Vy € &, }. Les formes différentielles sur
M a coefficients dans £, AE* et so(&) seront notées, respectivement, A(M, &), A(M,AE)
et A(M,so(&)).

L’application det!/? : AP (M, so(E)) — A(M) est définie au moyen de I'intégrale de
Berezin 7, : A(M,AE*) — A(M). Considérons 'isomorphisme j : so(£) — A?(E*)
tel que pour tout A € so(&,) et y1,y2 € En, J(A)(Y1,y2) = (Ay1,y2)m. On a alors
det,''* =T, oexpo j.

On note R® la courbure associée & la connection V€. Le moment d’un élément
X € g est l'endomorphisme  pf(X) € A°(M,End(€)) défini  par
p(X) = L5(X) <:>V§(M oit L¢(X) représente ’action infinitésimale de X sur A°(M, €).

On définit la courbure équivariante du fibré £ par I'équation R°(X) = R® + p°(X).
Comme le produit scalaire et la connexion sont (G-invariants, on constate que I’application

X — RE(X) de g dans A(M,s0(€)) est G-équivariante.
Définition 2.4 On définit la forme d’Euler équivariante par la formule
&l
Eul (€, V) (X) = detl)*(Z=R°(X)).
ul (€. VE)(X) = dety* (5B (X))

C’est un élément de I’algebre A (M) qui est D-fermé. De plus, sa classe de cohomologie
dans HZ (M) ne dépend pas de la connexion choisie initialement (voir [3], chapitre 7) et
est égale a la classe d’Euler équivariante [20].
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3 Procédé de localisation

Considérons un groupe de Lie compact G agissant de maniere C* sur une variété M.
Nous développons dans cette section un procédé général de localisation en cohomologie
(G-équivariante.

3.1 Localisation

Considérons une 1-forme A sur M, G-invariante et non nulle. On note &, : M — g~
I’application GG-équivariante définie par 1’équation

(@r(m), X) = An(Xar(m)), me M, X eg,

ou (.,.) désigne le crochet de dualité entre g* et g.

La forme équivariante DA se met sous la forme: DA(X) = d\ < (®,, X). Dans cette
section, nous “inversons” (dans un sens qu’il reste a préciser) la forme DA, et, moyennant
quelques hypotheses, nous “localisons” les formes équivariantes sur ’ensemble

C:={meM, ®&,(m)=0}.

Lemme 3.1 Pour toute forme Xeps € A(M) qui est nulle au voisinage de C, les formes
Equivariantes Yeu(fy i€ Prdt) convergent lorsque a — 4o vers une forme équivariante

a coefficients géneralisés Yozt (fooo ie‘iﬂ»dt) € A= (M) |, qui vérifie
Xewt (/ ie_itDAdt) DX = Xewt dans A7 (M) . (3.4)
0

Démonstration: Considérons, pour f € C*(g) a support compact et m € M, I'égalité

< Xewt (/je‘”m(X)dt) JXNDAX = S (S0 () e /0 1* f(t oy (m))dt

2k<dimM

ou f désigne la transformée de Fourier de f par rapport a dX. Puisque f est a décroissance
rapide et que la forme y.,; s’annule au voisinage de {®, = 0}, la limite de 'intégrale
Newtm Jo tkf(<:>t ®,\(m))dt lorsque ¢ — +o0, existe pour tout m € M, et définit une forme
sur M.

On constate que, pour tout @ > 0, Yeps (fo 1€ PAdt) DA = yepr (12e79PA). En utilisant
les mémes arguments que précédemment, on vérifie que

lim Xepe e PP =0 dans AZ™(M)

a——+co
ce qui démontre 1’égalité (3.4). O

Considérons un voisinage ouvert {/ de C. Les formes différentielles a support com-
pact dans U sont de maniere canonique des formes différentielles sur M. On a donc une
application I : AGY,(U) — Ag™(M) qui induit le morphisme

Ly s Hebo (U) &= Hg™ (M) .
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Hypothese 3.2 L’ensemble C est une partie compacte de M.

Soit x, € C®(M)“ égale a 1 au voisinage de C. Considérons la forme équivariante
py € AZ (M) suivante:

Pr = Xo T dXo (/(X{ e_itDAdt))\ . (3.5)
0

Elle est bien définie car dx, = 0 au voisinage de C, et par définition on a py = lim,_.., p§
avec

Py = Xo+dx, (/i e_itDAdt))\
0

= y,e PA LD (Xo (/i e_itDAdt) )\) . (3.6)
0

Proposition 3.3 1) La forme équivariante py est fermée, et py = 1y dans H™ (M), ou
1y désigne la fonction constante égale a 1 sur M. Plus précisément,

o<l =D ((Xo & 1) (/O(X{ e_itDAdt) )\)

2) Supposons la fonction x, a support compact dans U (ce qui est possible d’apreés
I'Hypothése 3.2). La forme py est alors a support compact dans U, et sa classe de coho-
mologie dans Hg, (U) ne dépend pas du choix de la fonction x..

Démonstration: Les points 1) et 2) se démontrent de la méme maniere; toutefois pour
le premier point ’'Hypothese 3.2 n’est pas utilisée.

Considérons deux fonctions y, et x/, G-invariantes, égales a 1 au voisinage de C, et
Py, Py les formes équivariantes qui leur sont associées. La fonction y, <) est nulle au

voisinage de C, ainsi, d’apres le Lemme 3.1 (v, <)) (fooo ie_itDAdt) A €A (M) et

D ((Xo <y) (/O(X{ e_itDAdt) )\) =
d(xo <X.) (/0 ie‘”mdt) A (xo &X0) (/0 ie‘”mdt) D(A) = p\ &P .

Le point 1) est démontré en prenant x/ = 1p. Pour le point 2), nous choisissons des
fonctions y, et x{, a support compact dans U. Les formes py et p) sont dans A5, (U) et
leur différence est égale a la différentielle d’une forme de A7 (U). O

Pour la suite de cette section, on désigne par y, une fonction G-invariante a support
compact dans un voisinage U de C, et on note py € Az, (U) la forme équivariante associée.
Au moyen de la forme py nous définissons ’application de localisation

O:AF(M) &= A% (U) (3.7)
no&s— npa -

Comme la forme p) est paire et fermée, le morphisme © commute avec la différentielle
D et induit donc un morphisme en cohomologie noté encore © : H (M) — He7, (U).
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Remarque 3.4 Légalité py = 1y + D(a) avec a € Az (M) (démontrée a la Proposition
3.3 ) montre que pour toute forme n € AZ (M) fermée et a support compact dans U on a
npy =1+ D(na) avec na € Ag% (U), c’est a dire O(n) =1 dans HG,(U).

Théoreme 3.5 Le diagramme suivant

HE (M) —2>Hg2,(U)

\Iul (3.8)

He™ (M)
est commutatif, ou [ : HF (M) — Hg™ (M) est le morphisme naturel.

Démonstration: La commutativité du diagramme précédent vient du fait que la classe de
la forme p, est égale a la classe de 1) dans H;™(M): on a Iy (py) = I(1a), ce qui implique
Tu(npy) = I(n) pour toute classe n € HF (M). O

Au moyen d’hypotheses supplémentaires sur A, nous allons préciser le diagramme (3.8).

Hypothese 3.6 L’ensemble C est une sous-variété compacte de M telle que les fibres du
fibré normal Ng de C dans M soient G-orientées.

Dans ce cas, quitte a restreindre U, on peut supposer 'existence d’un voisinage G-
invariant V) de la section nulle dans N¢, et d’un isomorphisme G-invariant ¢ : V — U, tel
que

p(m,0) = m pour m € C

L’isomorphisme % détermine un isomorphisme au niveau des formes équivariantes
* —c0 —00
77Z) . AG,cpt(u) = AG,Cpt(V) :

Les fibres de N¢ étant orientées, 'application [y, d’intégration le long des fibres

/N " Az (Ne) e AZ2(C)

induit un isomorphisme en cohomologie (cf. Proposition 2.2). En particulier, si s : C — N¢
est la section nulle, pour toutes formes o € AF (Ne) et 3 € A5 (Ne), fermées, on a dans

H;<(C) Dégalité

/NC/Cozﬂ = s"(«) /Nc/cﬁ : (3.9)
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Notons A = [y, /c 04" 0O le morphisme de AZ (M) dans A;™(C). Il commute avec la
dérivation, et on notera encore

A HE (M) — Hz(C)

G

le morphisme de C*(g)“-modules.

Soit i¢ : C — M l'inclusion canonique et ¢ : Hy (M) — H (C) le morphisme d’algebres
associé. L’espace H™ (C) est munie d’une structure de H (M )-module a gauche en posant

pour o € HF (M) et € H™(C): a x f:= i5(a) A f.

Considérons la classe de Thom équivariante Thom ,(N¢) € Hocicpt(Nc) associée a l’orien-
tation o des fibres N¢, et a support dans V. Nous noterons encore Thom ,(N¢) la classe
()" (Thom ,(N¢)) € HE i (U). Cette classe réalise le morphisme “image directe” (i¢). :
HT(C) = H™ (M), n — Iy(n Thom ,(Ne)).

Nous pouvons préciser le diagramme (3.8) par le

Théoreme 3.7 1) Le diagramme suivant

Heg (M) —=—H5™(C)

\ l(ic)* (3.10)

He™ (M)

est commutatif.
2) Le morphisme A : HZ (M) — H:(C) est un morphisme de HE (M )-module, ou dit
autrement

Aln) = wc(n) A1ar) (3.11)
pour tout n € HZ(M). La classe A(1p) € HG™(C) vérifie

1C = Eulo(Nc) A(lM) . (312)

ot Eul ,(N¢) est la classe d’Fuler équivariante du G-fibré vectoriel orienté Ne — C.

Démonstration: Le diagramme (3.10) est une modification du diagramme (3.8) au
moyen de 'isomorphisme [y, c0¢™ 1 He o, (U) — Hg™(C): la commutativité du premier
entraine celle du second. L’isomorphisme de Thom

He™(C) o= Hgo.U)
n - 5. Thom ,(N¢)

est I'inverse du précédent isomorphisme. On voit finalement que ;0 (ch/c o)™t = (ic)..
Le point 1) est ainsi démontré.

14



[’égalité (3.9) donne immédiatement (3.11). Appliquons 1’égalité (3.11) a la classe
de Thom. Cette classe étant a support compact, on sait d’apres la Remarque 3.4 que

O(Thom ,(N¢)) = Thom ,(N¢), ce qui entraine
Thom ,(N¢) = ¢%(Thom ,(Ne)) A(1ar) -

[égalité (3.12) est démontrée car par définition ch/c Thom ,(N¢) = e et i5(Thom ,(Ne)) =
Eulo(Nc). O

Remarque 3.8 Pour ce théoreme, on peut remplacer Uhypothese de compacité de la sous-
varieété C par celle de Uexistence d’un voisinage tubulaire G-invariant de C dans M.

Remarque 3.9 Légalité 1c = Eul ,(Ne) A(1y) peut étre triviale dans certain cas. Par
exemple, si la classe d’Fuler est nulle sur une composante connexe C; de C, cect implique que
la classe 1¢, = 0 dans H™(Ci), ou dit autrement que le morphisme canonique Hg (C;) —

Ho™(C) est nul.

Corollaire 3.10 Supposons la variété M orientée. Les orientations de M et des fibres de
N¢ déterminent une orientation de C. Au moyen du diagramme (3.10), on voit que pour
toute forme fermée n € AZ (M) a support compact, on a 'égalité de fonctions généralisées
G-invariantes sur g suivante

Jon =] oA
= [ A = [iemAti)

3.2 Calcul de la forme A(1y)

Considérons deux 1-formes Ag et Ay, G-invariantes sur M, telles que C = {®,, = 0} =
{®,, = 0}, avec C compact. Soient U un voisinage de C et y € C*(M)“ a support
compact dans U, égale a 1 au voisinage de C. Notons py,, pr, les formes équivariantes
associées a ces données (cf. égalité (3.5)).

Proposition 3.11 Supposons qu’il existe une application f: M — g telle que les fonctions
(®),,f) et (®),,f) soient strictement positives sur M <C. Alors

Pro = Py

dans Hg,,(U). Les localisations définies au moyen de Ao et Ay sont donc identiques.
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Démonstration: Posons pour u € [0,1], A\, :=ul + (1 Su)rg: ona ®,, = ud), + (1 &
u)®,,. La fonction f permet de s’assurer que pour tout u € [0, 1], {®,, =0} = C. On peut
donc définir les formes py, 1= y + dx(fooo ie‘”DA“dt) A, et on vérifie que

apy,

_ T, —itDA, % _itD,
o dx(/o temPhedr) DO S A0)A, +dx(/0 e PNdt) (g <o)

D (dx(/ooote‘”m“dt))\o)\l) , (3.13)

puisque d’une part D (<:>dx(f0°° te Pr gty (N <:>)\0))\u) = dx([Jg° t e " PMdt)YD(A; < Ao) Ay
Edx([y° t e PMdt)DA, (A1 &\o), dautre part dy(fy° t e HP dt)DA, = edy([5° ie™1PAudt)
et (A1 S o)Ay = Aoy

En intégrant I’égalité (3.13) sur [0,1], on trouve py, &py, = D(9), avec 6 € A7 (U).

a

Dans les sections 5 et 6, nous modifions la forme A au voisinage de la sous-variéte C en
une forme A4, de telle facon que les conditions de la Proposition 3.11 soient vérifiées. La
localisation effectuée avec A, .4 est donc identique a celle effectuée avec A, mais a I’avantage
de simplifier le calcul de la forme A(1y).

Placons nous dans les conditions du Théoreme 3.7. Par définition du morphisme A, la
forme A(1p) € H;™(C) est définie par 'égalité:

A(1ar) :/ .

Ne/C

D’apres (3.6) on a A(1y) = limg— 4o Ay, avec pour a >0

A, = / % et +D (/a 1(/ X e_itDA/)\’) dt) ,
Ne/C 0 Ne/C

ou la fonction y est a support compact, égale a 1 au voisinage de la section nulle, et A" est
une 1-forme sur N¢ égale a 1*(\) sur le support de .
Dans les sections 5 et 6, nous verrons qu’apres modification de A en A, .4 les formes

Inese y e PN N sont nulles pour tout t > 0. On aura alors une expression simple de la
forme a coefficients généralisés A(1yr) :
A(ly) = lim e~
( M) a—400 NC/C X

3.3 Exemples
Exemple 1: Considérons un groupe de Lie (G compact agissant sur une variété compacte

M. Soient 3 € g et G(f3) le sous-groupe de & stabilisateur de . Munissons la variété M
d’une métrique riemannienne (.,.)y G-invariante.
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Considérons la 1-forme Az := (Bar,.)m, ot Sy désigne le champ de vecteurs sur M
engendré par 3. On a donc A € AY(M)¥P) et on vérifie que

{(I)/\/SZO}: Mﬁv

ott MP désigne la sous-variété des points ot le champ de vecteurs 3y; s’annule. Nous
verrons a la section 5 que dans ce cas le Théoreme 3.7 est une généralisation de la formule
d’Atiyah-Bott et Berline-Vergne dans le cadre donné par Bismut [6].

Exemple 2: Considérons ’action hamiltonienne d’un groupe de Lie compact GG sur une
variété symplectique (M, ). On note y : M — g* 'application moment associée. On
munit I'espace vectoriel g* d’un produit scalaire G-invariant. Soit H le champ de vecteurs
hamiltonien associée a la fonction ||u|*.

Considérons en suivant Witten [25] la 1-forme G-invariante A := (H,.)m, ou (.,.)m
désigne une métrique riemannienne G-invariante sur M. On a alors

{0y =0} = {H =0} = Ce(|lu]l”) -

Pour effectuer la localisation dans ce cas une difficulté demeure: les points critiques
de ||p||* ne forment généralement pas une sous-variété de M. Dans la section 6, nous
pourrons effectuer la localisation lorsque 'on se restreint a l'action d’un tore sur une
variété symplectique compacte.

Voici un exemple d’action hamiltonienne d’un groupe compact non-abélien ou les points
critiques de ||g]|?* forment une sous-variété.

Considérons un groupe de Lie semi-simple G de centre fini, et K un sous-groupe com-
pact maximal. Soit M une orbite coadjointe semi-simple de G munie de la structure sym-
plectique canonique ( I'action de K sur M est alors hamiltonienne). Notons p: M — &
I’application moment et considérons le produit scalaire K-invariant sur € défini comme la
restriction de la forme de Killing de g. Nous avons

Cr([lul) = M e

et ce dernier ensemble est une K-orbite.

Soit Iy la transformée de Fourier de la G-orbite M: c’est une fonction généralisée
G-invariante sur g qui admet une restriction a € qui s’écrit Fas|e(X) = [y, €5 ot Qe
est la 2-forme symplectique équivariante [11]. Duflo et Vergne montrent que la fonction
généralisée Fyrle s’exprime comme 'intégrale sur M N € d’une forme K-équivariante a
coefficients généralisés. Si¢: M N€ — M est I'inclusion canonique, on a

fﬁdu@X)::jLnﬁi*(aﬂﬂz\,

avec A € H™ (M NE) qui est un inverse de la classe d’Euler équivariante du fibré normal
de M N& dans M.

En fait, ce calcul correspond exactement a une formule intégrale provenant de la local-
isation dans le cadre symplectique. Le Corollaire 3.10 permet de retrouver I’expression de
Farle donnée par Duflo et Vergne (avec quelques modifications car le support de la forme
et n’est pas compact).
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4 Inversion de la classe d’Euler équivariante

Soit & — M un fibré vectoriel réel muni d’une action d’un groupe de Lie compact G,
d’algebre de lie g. La variété M est supposée compacte et connexe et le fibré £ G-orienté.
On fait 'hypothese suivante:

Hypotheése 4.1 [l existe un élément 3 € g tel que {v € € | Bel, =0} = M.

On note G(f3) le sous-groupe de (& stabilisateur de (3 et g(/) son algebre de Lie.

Nous introduisons dans cette section la classe G(3)-équivariante Eulgl(E) qui est un
inverse, au sens généralisé, de la classe d’Euler équivariante Eul,(£). En fait, 'inversion se
fait directement au niveau des formes équivariantes (sans passer a la cohomologie).

Supposons que le groupe G est un tore tel que £ = M. Nous montrons alors (Proposi-
tion 4.8) que la transformée de Fourier de Eul 51 (&) est une mesure localement polynomiale,
supportée par le demi-plan {£ € g*, (£, 5) > 0}, et a valeurs dans les classes caractéristiques
du fibré €.

Nous verrons dans les sections 5 et 6 comment cette classe intervient naturellement
dans les formules de localisation en cohomologie équivariante.

4.1 Inversion de la forme d’Euler équivariante

On se fixe pour la suite un produit scalaire (.,.) sur les fibres et une connexion euclidienne
V¢, tous deux G-invariants. Pour simplifier les notations on note de la méme facon la forme
d’Euler équivariante définie au moyen de la connexion V¢, et la classe d’Euler équivariante:
Eul,(€)(X).

Dans le reste de cette section, on désignera par Agec.rap.(€) la sous-algebre de A(E) des
formes qui sont a décroissance rapide dans la direction des fibres.

La forme Eul,(€)(X) est une forme différentielle équivariante sur M dont la composante
de degré 0 est égale a detém(;—;,ug(X)). Considérons 'ouvert Uy; C g défini par:

Uy ={X €g;Vm € M det(p* (X)), £ 0} . (4.14)

L’application X & Eul,(£)(X)™! est définie et de classe C* sur Uy, & valeurs dans
A(M). On se propose d’expliciter cette inversion au moyen d’une intégration le long des
fibres de £.

Soit Uz la composante connexe de UprNg(3) contenant B. Pour tout X € Up, 'endomor-
phisme (X) commute avec p(3) et la forme quadratique y — (u€(8).y, (X ).y) est
définie positive sur les fibres de &.

La connexion V¢ détermine une décomposition de 'espace tangent TE = VE © HE en
espace tangent vertical et espace tangent horizontal. Le fibré V& est isomorphe au fibré
p*E, image réciproque du fibré £ a travers la projection p : & — M: pour tout élément v de
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&, V,& est canoniquement isomorphe a &,,y. La connexion V¢ se releve en une connexion
VP sur le fibré p*€.

Soit y la section tautologique du fibré p*€ — €. La projection V : TE — V& déterminée
au moyen de la décomposition TE = VE ¢ HE vérifie I’équation:

VZeTe, 7V =V
Pour tout X € g, la partie verticale du champ de vecteurs X¢ vérifie I’équation:

Xe(y)Y = <uf(X)m.y , pour tout y € &, .

Pour “inverser” la forme d’Euler sur Ug, nous avons besoin de la formule intégrale
suivante.

Soit V un espace euclidien orienté. On considere A, B € so(V) et R € so(V) ® a ou
a est une algebre commutative nilpotente: a® = 0 pour “n” assez grand. On suppose de
plus que B et R commutent avec A et que y — (Ay, By) est définie positive. L’espace V

est donc de dimension paire et le calcul d’'une gaussienne donne

dimV
2

/ A (BERY) g (7) (4.15)
L

dett*(A)det!*(B + R)
ou dy correspond a la mesure euclidienne sur V.

Définition 4.2 On désigne par 05 la 1-forme G(3)-invariante sur € suivante : pour tout
champ de vecteurs Z sur &, 05(7) = (B, ZV).

L’expression
05 = (1" (8).y, V") (4.16)
permet de voir que la forme 63 a une dépendance quadratique le long de la fibre. Comme

la 1-forme 05 est G/(/3)-invariante, la forme Dy € AOGO(B)(M) est une forme équivariante
fermée sur £ définie par I’équation:

DOs(X) = <p(B) (VP ), V7o) (1 (B).y, 15 (X).y + R y), X €a(B),

o RE = (V¥)? est la courbure du fibré €. Dans ces formules les “fonctions” p®(3).y,
1 (X).y sont des éléments de A°(E,p*E) tandis que les “formes” ué(3)(VP€y), VP €y
appartiennent a A&, p*E) et Ry € A*(E, p*€).

[’équation (4.15) nous permet d’avoir, sur Ug, une formule intégrale pour 'inverse de
la classe d’Euler.
Proposition 4.3 Pour tout X € Us, la forme eP%%X) € Ayocran (E) et

Dos(X) _ 1 )
/S/Me W= Eul,(€)(X) (4.17)
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Démonstration: pour tout X dans U, la fonction &{pe(3).y, pe(X).y) est, au niveau
des fibres de £, une forme quadratique définie négative. Comme la forme ¢ possede un
comportement polynomial sur les fibres, on voit que la forme eP%(X) = 05 o= (1" (8).y.1(X).y)
appartient a Agecrap.(E).

Au voisinage d’un point m de M, on peut trouver une trivialisation de &, orthonormée,
dans laquelle V€ = d + © et telle que la 1-forme de connexion © s’annule en m. Dans ce
cas, pour y dans &,,:

DOs(X)(y) = <5 (B)-dy, dy) <(u°(8).y, n*(X).y + R y)

Apres avoir exponentié le terme DOsz(X)(y), on ne garde (pour I'intégration sur la fibre)

que la composante (emﬁ(X)(y)) de degré maximum sur les fibres :

Yy € &, (emﬁ(X)(y)) = (2)Pdet*(pf(B)) e~ W@yt (X)y+ BE9) gy, dyap,

maxr

ou dy - - - dy,, représente la forme volume euclidienne sur la fibre &,,. En utilisant I’égalité
(4.15), on trouve:

(/ e%m) = (e (B)) [ D I gy,
&/M

m m

(e2m)P
dety* (1 (X) + RE)

a

Remarque 4.4 On vérifie aisément que, pour tout nombre complexe z, la forme ¢*P% 0,
n’a pas de composantes de degré maximum dans la direction des fibres:

(621)95(95) =0.

maxr

4.2 Inversion de la forme d’Euler équivariante dans Ag7, (M)

Nous reprenons les notations de la section précédente. Dans les sous-sections qui suivent
la compacité de M n’est pas requise (sauf pour le Corollaire 4.7). La forme d’Euler qui
initialement est une forme G-équivariante, est ici restreinte au groupe G(/): Eul (&) €
AOGO(B)(M), et nous déterminons un inverse de cette forme dans AC_;(()Z)(M)

Définition 4.5 On note Eulgl(E) la forme de AC_;(()Z)(M) définie par

- —iDg
Eulﬁl(E):/g/Me g
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La forme équivariante Eulgl(E) vérifie: V ¢(X)dX € mM(g(p))

< Eul5'(€), ¢(X)dX >= /g /Me—id%( /g " 7 X)X )dX)

En explicitant, on voit que

< Bul5'(€), 6(X)dX >= /E y e~y (@Z ) (4.18)

ot les fonctions a*(y) = (u*(3).y, u(E¥).y), y € € sont définies apres le choix d’une base
(EY, - EY de g(B) telle que dX = dX;...dX;, et olt ¢ désigne la transformée de Fourier
de ¢ sur g(/) par rapport a la mesure d.X.

Si f =3, Bk, on voit que 3 |a'(y)| > e.(u®(8).y, u(3).y) avec ¢ = (sup;(|Bi]))~"

Cette minoration assure la convergence de I'intégrale (4.18).

De maniere générale, on a les relations de commutations suivantes sur Agec,q,(E):
dyv o Jeps = Jeym© de et pour tout X de g(B), e(Xm) o fejnr = [0 ¢(Xe) . La forme
Eulgl(E) est D-fermée car

D(Eul 51(€)) = /E/M Do) = .

Pour étudier cette forme généralisée, on considere les applications paramétrées par
s> 0:

be:0(B) &= AM)

X e o—DOs(X+isB)
EIM

La convergence est assurée par le terme en 3:
SiD05(X +is8) =1 (1 (B)(V""Cy). V") & (4 (8).y . su"(B).y iR + 1 (X)).y) .
Chaque forme ), € AOGO( ﬁ)(M ) C AC_;(()Z)(M ), et on vérifie facilement que

lim ¢, = Eul 5 1(5)

s—0Tt

en tant qu’applications généralisées sur g(3). D’autre part, un calcul identique a celui de
la Proposition 4.3 donne:

(27i)P

detl 2(5,15(5) Si(pf(X) + RE))

Bul,(£)(X +1is8)

VX egld), vs(X) =
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Proposition 4.6 Soit Eulgl(E) la forme équivariante fermée de AC_;(()Z)(M) introduite a
la Définition 4.5. Elle vérifie

1
Eul ;1H(&)(X) = 1i
ul 5 (E)(X) = lim Eul,(€)(X +1s3)’
ce qui implique

Eulo(E).Eulgl(E) =1y,

ot on désigne encore par Eul, (&) la restriction de la forme d’Fuler G-équivariante a une
forme G(3)-€quivariante, et 1y est la fonction constante égale a 1 sur M.

Nous avons remarqué au début de cette section que la forme Eul,(€) € AZ (M) est
inversible sur I'ouvert Uys lorsque la variété M est compacte. On obtient donc le

Corollaire 4.7 Supposons M compacte. La forme équivariante Eulgl(E) est C*™ sur
Pouvert Uy Ng(B3) et

1
VX €Uy N Eul ;' (E)(X) = =———cr -
c Uy g(ﬂ)v u B ( )( ) Eulo(E)(X)
Supposons maintenant que le groupe G = T' est un tore tel que &7 = M. Dans ce cas,
(méme dans le cas de M non-compacte) 'ouvert Uy, est dense dans t et la forme Eulgl(E)
est égale, sur Uy, a une fraction rationnelle a valeurs dans A(M).

Considérons ’exemple du fibré trivial &€ = M x C. L’action du tore T est triviale
sur M et définie sur € par un poids a € t: eX.v := ¥y, pour X € tet v € C.
L’orientation “o0” est celle de C et on choisit 7 € t tel que (a, ) # 0. Dans ce cas, on a

Ful ,(E)(X) = 7=(a, X) et

=1
2
Bul 3 (€)(X) = 27 lim — .
s—ot (o, X 4 1sf3)
On polarise a en posant o™ = cza, avec (at, 3) > 0 et 5 € {1, 1}. On vérifie que pour
tout s >0et X €, 0na [j° eiot Xtish) gy — A En passant a la limite sur s, on

L
(ot , X +is8)"
obtient 1’égalité de fonctions généralisées

Elﬂgl(g)(X) = (27i)egs /OO oot Xty

0

Cette égalité donne apres transformation de Fourier, ’égalité de mesures sur t*
F(Eulgl(E)) = (27i)es Hot (4.19)

ou H.+ est la mesure de Heaviside associée a a™.

La section suivante est consacrée a une généralisation de ’égalité (4.19) ( cf. Proposi-
tion 4.8). Nous montrons en particulier que la forme équivariante Eulgl(E) possede une
transformée de Fourier tempérée qui, lorsque 'action de T' sur & est effective, est une
mesure polynomiale par morceaux.
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4.3 Etude de Eul;'(&) lorsque &7 = M

On suppose dans cette section qu'un tore T', d’algebre de Lie t, agit sur le fibré & — M de
telle fagon que T = M (et M n’est pas supposée compacte). Soit 3 € t tel que E(Be) = M.
Dans ce cas, la forme Eul ;*(€) est un élément de A7 (M).

Voici les différentes notations que I'on utilise dans cette section. On note A7 (£, M) les
fonctions généralisées et tempérées sur t a valeurs dans A(M). Les distributions tempérées
sur t* a valeurs dans A(M ) constituent ensemble M (t*, M). On notera C5.(t*) I'espace
de Schwartz des fonctions a décroissance rapide sur t*.

On désigne par F : Ao (6, M) — M0 (¢, M) la transformation de Fourier qui, a
toute fonction généralisée et tempérée ¢, associe la distribution tempérée F(¢) telle que

[ €EOF6)() = o(X)

Par exemple, pour une forme n € C*(t, A(M)) a support compact sur t, nous avons
pour tout m € M et £ € t*

Flr (€)= ([ ()0 ) 5

\ 2 )dimT
ou df et dX sont des mesures euclidiennes duales sur t* et t.

Cette section est consacrée au calcul de la distribution tempérée f(Eulgl(E)) sur t*.
A tout vecteur a € £, a # 0, on associe la mesure de Heaviside, H,, définie par:
+oo

Vo € CE(6), < Had>= /0 (ua)du

Rappelons quelques propriétés générales de ces mesures. Le produit de convolution
Hy, -+ H,, est défini si les vecteurs o, ..., a, appartiennent a un méme demi-espace.
Dans ce cas, il s’écrit

p

+o0 +oo
Vo € Co.(t), <Ha1>|<...>|<Hap,</§>:/ / qﬁ(Zuiai)dul---dup
0 0

=1
On voit par exemple que :

+oo uk

Vo € CF(1), <Ha>|<--->|<Ha,q$>:/0 o(ua)du (4.20)
k + 1 fois

Lorsque les vecteurs aq, ..., o, engendrent £, ona Hy, *---xH, (§) = P({)dé ... d¢,,
avec P une fonction sur t* supportée par le cone {3, u;e; , u; > 0}: cette fonction est
continue et localement polynomiale sur ce cone [13].
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Soit {E%, i =1...7} une base de tet {F;, 7 =1...7} sa base duale. La distribution
tempérée F(Eul _1(5)) sur t* a valeur dans A(M) est définie par ’équation: pour toute
fonction ¢ € C3° (t*)

< F(Eul3Y(E)), ¢ >m= /yegm eSAdOs(y) (i(ﬂf(m.y,f@i).y)@) . (4.21)

=1

Soient {+aq,...,Fa,} les poids distincts de T' dans la fibre de £: on les polarise en
posant aj (3) > 0, Vk = 1,...,p. On définit une structure complexe J sur les fibres de
€ en posant J = uf(B) (< (8)?)/2. Dans ce cas, le fibré £ se met sous la forme:
&= @izlgaz avec

Et = fve&| u(X)v=af(X)Jv, VX € t}.

Les sous-fibrés Eaz sont T-invariants et J-stables, ils sont donc de rang pair et orientés. La
2-forme R¢ laisse “stable” chacun des sous-fibrés Eaz: on note R; la forme de A(M, so(EaZ )

définie comme la restriction de R¢ & E +.
k

En posant y = Y%_,yr avec y, € Eaz on trouve (p(3).y,us(E').y) =
k=1 o (B)af (B [yxll* et
~ ¢ - 2
> (1S (B)y. p(B).y) Ei = 2 o (D)l et
=1

Pour calculer I'intégrale (4.21) en un point m, on considere une trivialisation de £ au
voisinage de m, orthonormée, dans laquelle on peut écrire V€ = d 4+ ©. On la choisit de
facon a ce que la 1-forme de connexion © s’annule en m.

Sur &, on a ’égalité
P
s = &3 ((15(B)-dyw, dyi) + (15 (8).y4, RS.yx)) -
k=1
On exponentie la forme <idfg, le terme de degré maximal sur la fibre s’écrit
P

Yy €&, (e@id‘gﬁ(y)) = (20 det (15 () 11 (ei(ﬂg(ﬁ)-yk,RE-yk)dpk) :

maxr k=1

ou 2n est le rang de & et dpy désigne la forme volume euclidienne sur &\,,,.

On peut récrire pour tout ¢ € CJ°. (%)

F(EFHE)), ¢ >n= (21)"dety*(u"(5)) x (4.22)
/yegmqs (Zp:a Al ozk) f[ (eia:(ﬂ)(J-yk,R:.yk)dpk)
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On note Sm(EaZ) la sphere dans Eaz des vecteurs de norme 1. Considérons, pour

k=1,...,p, le changement de variable

;/)k:]R—l' XSm(gaz) < 5+

Y% |m

(200 = (aF(B)*VE vy

dans l'intégrale (4.22). On a ¢i(dpr)iw) = (af (B)) ™z ~tdz A doy(v) ot doy est la
forme volume sur Sm(EaZ) et 2ny est le rang du fibré Eaz. Ces changements de variables

permettent d’obtenir 'expression
< f(Eulgl(E)),qﬁ >= (21)%65 /(}RJf) Pi(ty)- (Z tkozk) dty...dt, ,

ol g est le signe de det!/?(u®(3)) et Py le polynome sur R & valeurs dans A(M) défini par
I’équation
1 : +
P.(t) = —tnk_l/ 1t(J.v,Rk v)d )
k(1) = 5 se )€ ox(v)

‘K

Calcul du polynéme Py pour k € {1,...,p}

Pour trouver une expression simple du polynéme P, on calcule de deux facons la
fonction k(s) := fp+ Pe(t)e™'dt définie pour tout s > 0.
En écrivant Py(t) = 3°; a;t', on obtient pour s > 0

S a / festdt = 32+1 . (4.23)

D’autre part

K(S) _ l t”ke@St+it(‘]‘v’R:‘v)dtdak(v)
2 JRYxS(E )

k

Y

et en effectuant le changement de variable y = v/fv on trouve, en utilisant (4.15)

w(s)= [ eSSy +ilJy, Bly)g, :/ STy, (s SARD).Y) gy
€+ €+
k

Tk

detP(J) det(s] SiR})

Soit V' un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une structure complexe J. Soit
End(Vy) les endomorphismes C-linéaires de V: ce sont ceux qui commutent avec .J. Pour

tout A € so(V) N End(Vy), on a

det 1 (J) detl/*(A) = dety; (T A) .
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Finalement
Tk

T dell (s SR

k

K (s)

On note que R est un endomorphisme hermitien de Eaz et un résultat classique donne

1 1 1 :
=— > =Trg (RE)®) . (4.24)
detg+(5 SR ™ i<dimdtja S S (‘%Z) ( k )
k

Dans cette formule, TTSi(g est I'opérateur “trace” sur les endomorphismes complexes

af)

du fibré Si(EaZ), ce dernier étant composé des vecteurs de degré ¢ de ’algebre symétrique
S(Eaz).
En comparant les expressions (4.23) et (4.24) on obtient
di%M

) tnk—l—l—i
Pty =7 30 Trgie , ((RD)™)
=0 Ok

(np <1 +10)
En utilisant ’égalité (4.20), on trouve
F(BEul;'(&)) =

(ZWi)Tg_geg > TTSI(E) ((R+)®I) (Haj )yt (Ha;r Y22 ek (H oy

)ip—l—np
. . p ’
I=(i1,...,1p)

avec pour [ = (i1,...,1,)
SiE) = Sil(Ea;r) ®-Q Sil(Ea;r)
(RO = (BY)®" @@ (B)) .
Si laction de 7' sur £ est effective les poids af, - - - ,oz;' engendrent t*. Dans ce cas, les
mesures (Ha;r)“"'”l Kook (Ha;r)ip"'”P sont localement polynomiales et supportées par le

cone R"’ozi" + ...+ }R"'oz;'. On a démontré la

Proposition 4.8 Soit £ — M un fibré cuclidien orienté sur une variété M connexe. Soit
T un tore qui agit sur ce fibré en préservant la structure euclidienne. On suppose que
ET = M et on se donne un élément 3 € t tel que E(Be) = M. Soit Eul 51(5) € A (M)
la forme T'-équivariante fermée a coefficients généralisés introduite a la Définition 4.5. On
polarise les poids {*ay, -, Fa,} de Uaction de T sur les fibres de € en posant: o} (3) >
O0Ve=1,....,p. On note Cy ::R"'ozi"—l—...—l—ﬂ%"'oz;'.

La mesure tempérée f(EulEl(E)) vérifie

F(BEul;'(&)) =

2r)% e 3 Trgr g, ((R+)®f) (Hos )™ e (Ho )7 (4.25)
T=(i1,ip)
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ot e est le signe de det?/*(u€(B)) et 2ny est le rang du fibré Eaz. La mesure f(EulEl(E))
est nulle en dehors du cone Cy et, si Uaction de T sur M est effective, ¢’est une mesure
continue, localement polynomiale de C3 dans A(M).

5 Formule d’Atiyah-Bott et Berline-Vergne

5.1 Formule de Localisation

Considérons un groupe de Lie (G compact et connexe agissant sur une variété compacte M.
Soient 3 € g et G(f) le sous-groupe de (i stabilisateur de 3. Soit M? est la sous-variété

des points ot le champ de vecteurs 8y s’annule. Si F' est une composante connexe de M?,
et Ng son fibré normal dans M, la forme Eulgl(NF) € HC_;(()Z)(F) est bien définie.

Théoreme 5.1 Décomposons MP en somme de composantes connexes F. Nous avons le
diagramme commutatif suivant

Ap

H (o) (M) ———Hg 5 (M7) = @rHeE (F)
\ l(iﬁ)* (5.26)

ot tg = Dpip : M? — M est Uinclusion, el

Ag(n) = Griz(n) Eul 31 (Np) .

Le reste de cette sous-section est consacrée a la démonstration de ce théoreme qui est
une réalisation du procédé de localisation expliqué a la section 3 en utilisant la forme
Ag = (Bum, . )m (voir 'exemple 1 de la sous-section 3.3). En fait, pour simplifier ce calcul
nous allons modifier la forme A; au voisinage de M” en une 1-forme A4 et appliquer le
procédé de localisation avec cette 1-forme. Il nous restera ensuite a montrer que Ag(1ly) =

Sop Eulgl(NF).
Modification de Ag

On se place sur un voisinage tubulaire Up d’une composante connexe F' de M?. On

peut supposer I'existence d’un voisinage Wpr de la section nulle dans le fibré normal Ny et
d’un isomorphisme G(3)-invariant, ¢, de Wg sur Up, tel que:

Yrp(m,0) =m pour m € F .
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On reprend les notations de la sous-section 4.2. On fixe sur le fibré normal Ny un
produit scalaire Gi(/3)-invariant et on note 0% = (Bny, ") la 1-forme sur N associée.

On se propose maintenant de modifier la forme de localisation Ag en A4 sans changer
I’endroit ou les formes équivariantes fermées sont localisées.

Les ouverts U ont été définis précédemment. Quitte a les restreindre, on peut supposer
qu’ils sont disjoints.

Soit Uy le voisinage de F' dans M défini par: Ul = L/JF(%WF) ou le terme % représente
une contraction de facteur 1/2 sur les fibres de Np.

Au moyen de l'ouvert U,y = M <:>UFU_1’7 , on réalise une partition de 'unité

{(UF7 XF)F, (Uextv Xext)}

de la variété M. Pour toute composante connexe F', les fonctions yp sont positives, a
support dans Up, G(f)-invariantes et égales a 1 sur Uf. La fonction yp est positive, a
support dans U, G(3)-invariante et elle vérifie I’équation:

YoXFF Xeat =1 (5.27)
F

On peut maintenant définir la forme \,,,q4 et montrer qu’elle localise encore les formes
G(B)-équivariantes fermées sur MP.

Proposition 5.2 Considérons la forme \,.q définie par Uéquation

)\mod = Xext)‘ﬁ + Z XF(¢EI)*(0}€') )

FCcMP

ou la somme est prise sur les composantes conneves F de MP. La forme \oq est G(5)-
invartante et détermine la meéme localisation que la forme Ag: en particulier

{QAmod = 0} = Mﬁ

Démonstration: Soit F une composante connexe de M?: la forme (1)71)*(05) est définie
sur 'ouvert Uy, tandis que la fonction yp a son support dans Up. Les formes XF(;/}F)*(@%)
sont donc définies et G(3)-invariantes sur M.

Considérons la fonction f: M — g(/3) constante, égale a 3. Montrons que Ag, Ay0q €t f
vérifient les hypotheses de la Proposition 3.11: notre proposition sera démontrée.

On voit tout d’abord que (®,,, ) = ||Aum]|* est strictement positive M & MP et que
MP {(I)Amod = 0}

D’autre part, la fonction (@, ., /3) se décompose en somme de fonctions positives

(Pdoas B) = Xewtl|Buall* + D2 xpllBne|I* 0 5" - (5.28)

FCcMP

Supposons (®, . /3) nulle en m, alors

Xezt ()| Bar[[*(m) =0
()| B, |* o it (m) = 0 pour tout I C M".
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Considérons la premiere égalité:

& Soit || Bar]]?(m) = 0, ce qui implique m € MP.

& So0it Yepi(m) = 0. 1l existe donc, d’apres (5.27), une composante connexe F' de M”
telle que xr(m) # 0. Ceci entraine m € U et ||Bn,||2 07" (m) = 0. Cette derniere égalité
implique m € F: dans tous les cas m € M?.

On a donc démontré que 1" application ®,  est nulle sur M”?, et que la fonction

(@), ., 3) est strictement positive sur M < MFP. O

Nous effectuons maintenant la localisation avec la forme A,,,4. On a montré dans la
section 3 comment cette forme définit un morphisme Ag : HOGO(B)(M) — HC_;()E)(Mﬁ). Il
nous reste a calculer Ag(1a7). Nous avons Ag(la) = 2p Ap et Ap = lim,— 1o A} avec

A% = / r e—inPOL 1 i D (/ (/ XFe—itDé’gelg) dt)
Np/F 0 \JNg/F

La Remarque 4.4 montre que fNF/F XFe_”mf“Gg = 0 pour tout t € R, et donc que
Ay = Inpr XF ¢—1aD0p pour tout a¢ € R. Considérons la contraction é,, ¢ > 0 sur Np

définie par
v

7

La forme 0} a une dépendance quadratique dans les fibres: a (8,)(0%) = 0. En effectuant

—i 8
WDlr on trouve

ba(m,v) = (m, pour m € F' et v € Ny, .

le changement de variable ¢, dans l'intégrale [y, xre

. B _ipah
/ e oPE :/ 50 6, e~ D0
Np/F Np/F

et donc que

: _iaDEP _ipe?
lim o e~9D% :/ =0
a—+00 JNy/F Np/F

car Yr = 1 au voisinage de la section nulle.

. _ipo”® , NEEE
Finalement nous avons Ap = [y /e DY La forme Ap est égale a I'inverse de la classe

d’Euler, Eulgl(NF), définie a la sous-section 4.2.

5.2 Polynoémes de Duistermaat-Heckman

Considérons 'action hamiltonienne d’un tore 7' sur une variété symplectique compacte
(M,Q). On note p : M — t* I'application moment, et Q(X) := Q + (g, X) la forme
symplectique équivariante associée. Soit dmyp = %—7 la mesure de Liouville sur M (avec
dimM = 2n). L’image directe p.(dmy) de la mesure dmy, par 'application moment vérifie

_ 1 Q¢
o) = S F (o)

ou F est la transformée de Fourier.
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Dans [10], Duistermaat et Heckman montrent que la mesure p.(dmy) se met sous la
forme p.(dmyp) = f(£)dE, ou f est une fonction localement polynomiale supportée par
p(M).

Soit 3 € t tel que M? = M7T. Appliquons le Corollaire 3.10, associé au Théoreme 5.1,
au calcul de la fonction f;; ¢*(X). Nous obtenons

/ J(X) _ Z ei(u(F),X)/ i0r Eulgl(NF)(X), (5.29)
M FcMT E

ou Qg est la 2-forme symplectique induite par §2 sur la sous-variété F.
Prenons la transformée de Fourier de 1’égalité (5.29):

(dmy) =~ T 6 ( / eiQFf(Eulgl(NF))) ,

FcMT

ou 0,(ry désigne la mesure de Dirac en u(F') € t* et “+” est le produit de convolution.

Nous gardons les notations de la sous-section 4.3. En appliquant la Proposition 4.8
a chaque fibré Ng, nous obtenons une expression de la mesure p.(dmy) similaire a celle
donnée par Canas da Silva et Guillemin dans [8] (voir le Théoreme 2).

Proposition 5.3 La mesure p.(dmy) admet la décomposition

dimM

p(dmy) = (27)

pp,F

St b+ (g )57 (B ) (530
F I ’

ou les constantes C%I € C vértfient

2

a
5o B / iQp @l
cpr = — e Flrar R .
FI (2771)d F = S (NF) (( F) )

Dans la premiére égalité, la somme est prise sur les composantes connexes F' de M7T, et
. P . _ . . p _I_ _I_ .

e@swte sur les mul.tz-mdzces 1 = (Zl"”’lp?) € Wr. On note af p,...,a, g les poids

distincts pour lUaction de T sur Np, “polarisés” au moyen de 3, et 2ny le rang du fibré

NF’O‘Z,F' Dans la deuxieme égalité, le terme eg est le signe de det!/*(u™Nr (3)).

Remarque: la somme dans 'égalité (5.30) est finie puisque C%I =0 si 2/ > dimF
(avec [I| = Y4 tk).

Remarquons que chaque terme 6,y * (H + Yatmiseox (H 4 )7r T7rr est une mesure
1,7 p,F

“localement polynomiale” supportée par le cone u(F) + Rt ozf P —|— 4 rtal

Qpp F-
Lorsque Iensemble M7 des points fixes est fini, on retrouve ’expression
dimM n n
paldmp) = (20) 727 3 € Sy x (Mg )™ oo (Hye )"0
T ) ok

obtenue dans [13].
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6 Localisation dans le cas d’une action hamiltoni-
enne d’un tore

Soit (M, ) une variété symplectique compacte connexe munie de I'action hamiltonienne
d’'un tore T'. On note t l'algebre de Lie de T et t* 'espace vectoriel dual. Soit p :
M — t* 'application moment associée a cette action. C’est une application T-équivariante
déterminée (a une constante pres) par ’équation

d{p, X) = c(Xm)Q VX et (6.31)

ou (-,-) correspond aux crochets de dualité entre t* et t. L’action de T sur t* étant triviale
les applications
pe = pse, et

sont encore des applications moment.

Pour toute fonction C*, f : M <— R, on notera Cr(f) = {m € M,df,, = 0} 'ensemble
de ses points critiques.

Nous faisons le choix d’un produit scalaire sur t* et suivant 'idée de Witten [25], on
applique le procédé de localisation avec la forme A définie ci-dessous.

Définition 6.1 Soit ¢ € t*. On désigne par X* la 1-forme T-invariante suivante
A= (H, ),

ot H® est le champ de vecteurs hamiltonien de la fonction || p.||* €t (-, ) est une métrique
riemannienne T'-invariante sur M.

Considérons une base orthonormée E*, ¢« = 1,---.r de t, et notons £;, 1 =1,---,7 la
base duale. Nous avons

T T

H = (ue, BY) By et Oy =Y (M, Ey)ubi . (6.32)
=1 =1
Comme ;7 (p.) = S0 (=, E°) E', on voit que le champ de vecteurs H* vérifie ||H||3, =
(®ye, 77 (1e)). Ainsi pour tout m € M, ®,:(m) = 0 entraine ||H*||aps(m) = 0. L’égalité de
droite dans I’équation (6.32) montre, réciproquement, que si H;, = 0 alors @, (m) = 0.
Comme HE, = 0 < d(]|pe||*)m = 0, on constate que

{2 =0} = Cr(flpe]*) -

On constate donc que la 1-forme A® va localiser les formes équivariantes sur Cr(]|p.||?).
Pour faciliter le calcul de cette localisation nous modifions A* en une l-forme A,,.q et
effectuons le calcul avec cette nouvelle 1-forme.

Nous montrons dans le premier paragraphe que pour € € t* générique, les points cri-
tiques de ||p.||* forment une sous-variété (non-connexe) lisse de M. Nous effectuons le
calcul de la localisation aux paragraphes suivants.

31



6.1 Points critiques

Dans une premiere partie nous rappelons la structure des points critiques de la fonction
moment [1, 15], et définissons un ensemble d’indices B qui nous permet ensuite, en suivant
Kirwan [18], de définir une partition des points critiques de H,uEHQ.

Finalement, nous montrons 'existence d’un ouvert W dense de t* tel que pour tout ¢
dans W, les points critiques de la fonction ||j.]|* forment une sous-variété fermée de M.

6.1.1 Les points critiques de la fonction moment

Généralement, pour une fonction différentiable f : M — N, un point m € M est
dit critique si 'application tangente T, f : T,, M — Tjy(,,) N n’est pas surjective. Dans
le cas de I'application moment, T,,u n’est pas surjective s’il existe X € t & {0} tel que
(T, X) = 0: d’apres 1’égalité (6.31) c’est le cas si Xpr(m) = 0. Ainsi ’élément m € M
est un point critique de la fonction u si et seulement si le stabilisateur de m, Stab(m),
contient un sous-tore de T' de dimension 1. Par exemple, lorsque I"action du tore n’est pas
effective, tous les points de M sont des points critiques de pu.

Nous donnons, dans le cas de 'application moment, une définition modifiée. Le sous-
groupe Sy := Npenm Stab(m) est appelé stabilisateur générique. Si sps est algebre de Lie
de Sy, on constate d’apres (6.31) que p envoie M dans un sous-espace affine Ap; qui a
pour direction vectorielle (sy)* := {€ € t*] (£, X) =0, VX € sy }. L'action de T sur la
variété M est dite quasi-effective si Sy; est fini.

Définition 6.2 Les points critiques de lapplication moment sont, par définition, les points
critiques (pour Uancienne définition) de Uapplication moment restreinte p: M — Apg: ce
sont les points m € M tels que le groupe Stab(m)/Sy n’est pas fini.

Voici les notations utilisées par la suite:

e pour A C t*, on note Aff(A) (resp. conv(A)) le sous-espace affine de t* engendré

par A (resp. l’enveloppe convexe de A) et (7 désigne la direction vectorielle de ce
sous-espace affine.

e pour A C t*, on note (<j>)L ( ou plus simplement A') I’ensemble des vecteurs de t

orthogonauz a (7

e pour P C t*, Tp est le sous-tore de T' engendré par Exp(Pt) .

L’ensemble des valeurs critiques de la fonction p est (par définition) I'image des points
critiques: c’est donc la réunion USMCT/,M(MT/) ou l'union est prise sur tous les sous-tores
T" de T tels que T"/Sy n’est pas fini.
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Soit @ une valeur réguliere de p. Dans ce cas, pour tout m € u~'(a) le groupe
Stab(m)/S est fini: p~'(a) est une sous-variété de M sur laquelle le groupe T'/Sys agit
localement librement.

Pour obtenir une description plus précise des points critiques nous avons besoin du
théoreme de convexité d’Atiyah-Guillemin-Sternberg [1, 15].

Théoréme 6.3 (Atiyah-Guillemin-Sternberg) Soit (N,Qy) une variété symplectique
compacte et connexe, munie de laction hamiltonienne d’un tore G. Soit yp: N — Lie(G)*
Uapplication moment. Alors

1. L’image de Uapplication moment, u(N), est égale a Uenveloppe convexe du sous-
ensemble {u(F), F composante connexe de N¢}.

2. Pour tout a € Lie(G)*, la fibre p~*(a) est connexe.

Notons que ’application moment est constante sur chaque composante connexe de M7,
ainsi u(M7T) est un ensemble fini de points de t*.

Soit T un sous-tore de T' contenant Sy et tel que T"/Sy ne soit pas fini. Chaque
composante connexe Z de MT" est une sous-variété symplectique de M qui est munie de
la 2-forme symplectique restreinte §})z et de la restriction yz de 'application moment .
En appliquant le Théoreme 6.3 a (Z,)z) on voit que p(Z) est un polytope convexe P de
t* égal & I'enveloppe convexe de {u(F), F composante connexe de Z7}. Soit X € t, on a
les égalités suivantes:

{ Exp(s.X);s € R} agit trivialement sur Z < (p, X) est constant sur Z
& Xept

Ces équivalences permettent de voir que 1'algebre de Lie de T est incluse dans Pt et
que ’algebre de Lie de Tp est égale & PL: on a donc Z ¢ M™ < M™. On en conclut
que Z est une composante connexe de M7 sur laquelle T'/Tp agit quasi-effectivement, ou
dit autrement, le stabilisateur générique de Z est un sous-groupe de T' dont la composante
connexe (de I’élément neutre) est égale & Tp. Notons que dim P = dimt &dimtp <

dimt <dim(Lie(Sy)) = dim(p(M)).

Définition 6.4 On note B’ U'ensemble défini par
B’ = {P polytope convexe de t* | 3 Z composante connexe de M7 avec u(Z) = P} .

D’apres le Théoreme 6.3, chaque élément de B’ est une enveloppe convexe de points de
p(MT). La compacité de M impose que M7T soit une réunion finie de sous-variétés de M.
L’ensemble B’ correspond donc a une collection finie de polytopes de t*. On remarque,
en particulier, que B’ ne possede qu'un seul polytope de dimension maximale, c’est a dire

p(M).
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On note t7,_, 'ensemble des points de t*, réguliers pour application moment. On vient
de montrer I’égalité suivante:

., =te | P. (6.33)

Teg
PeB!
P#u(M)

Proposition 6.5 1. Soit P € B’ et Z une composante connexe de M™? telle que
wW(Z) = P; alors T/Tp agit quasi-effectivement sur Z.

2. S8i P c B, lalgébre de Lie de Tp est égale ¢ P*.

3. L’ensemble B’ contient toutes les faces du polytope u(M). De maniére générale, si P
est un polytope de B’ alors les faces de P sont encore dans B’.

Démonstration de 1. et 2.: Cela a été démontré auparavant.

Démonstration de 3.: Soit P une face du polytope p(M). Dans ce cas I’ensemble y=*(P)
est une composante connexe de M7, Pour s’en assurer, considérons le cone C := {X €
t | (e, X) >0,V e PYE € u(M)}. On voit que pour tout point 3 dans l'intérieur
du coéne C la fonction (u, 3) prend son maximum sur g~'(P): on a donc p~1(P) C M”
et pmHP) = (i, B) " (s5) avec sg = sup,,(u, 3). Ceci permet de voir que p~!(P) est une
composante connexe de M? (cf. [7]). Comme C engendre P+, on conclut que p~(P) est
une composante connexe de M7r.

Dans le cas général d’un polytope P € B’, on procede de la méme facon avec la sous-
variété symplectique Z de M telle que pu(Z) = P. Soit P’ une face de P. On montre alors
que Z' = (pz) 7' (P’) est une composante connexe de M7#" telle que u(Z') = P’, et donc
que P e B'. O

Dans la prochaine section nous étudions pour quelles valeurs de ¢ € t* les points cri-
. . 2 C
tiques de la fonction |[u.||” forment une sous-variété de M.

6.1.2 Les points critiques de la fonction | x|’

Le produit scalaire sur t* induit un isomorphisme linéaire j : t — t*. Dans la suite
de cette section nous considérons deux formes d’orthogonalité: 1'orthogonalité issue de la
dualité entre t et t* et la j-orthogonalité définie au moyen du produit scalaire.

Définition 6.6 Pourc € t* et A un sous-espace affine de t*, 3(e, A) est le projeté orthog-
onal de ¢ sur A.

Introduisons un ensemble B qui sera par la suite ’ensemble des indices d’une partition

de I’ensemble Cr(||u.]|?).
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Définition 6.7 On notera B la collection de sous-espaces affines de t* donnée par
B .= {Aff(P), P e B'} .

Pour tout A de B, nous noterons Ta le sous-tore de T' engendré par Exp(A*). On sait
d’apres le point 2) de la Proposition 6.5 que Ta = Exp(A*t).

L’ensemble B nous renseigne sur les types d’orbites de M sous I'action de T'. Soit T}
un sous-groupe fermé de T et My, := {m € M | Stab(m) = 71} C MT1. Si Z est une
composante connexe de M1 telle que ZN Mz, # 0, le stabilisateur générique de Z est égal
a Ty. L'image p(Z) est un polytope de B’ et A := Aff(u(Z)) est un sous-espace affine de
B qui vérifie

S .

(R)* = Lie(T)
c’est a dire que le sous-tore T est égal a la composante connexe (de 1’élément neutre) du
sous-groupe 17.

Le champ de vecteurs hamiltonien H* associé a la fonction %HMEHQ vérifie:
Mo, = (57 (p(m) @5))|M (m) | m e M.

L. N Lo . . 2
Voici une premiere description des points critiques de [[p.]|":

Cr( ]|y = M(H) = U MG (Bee))n ™ (5) (6.34)

pet*

Démonstration: on a d(H,uEHZ)m = Q(H:,,.) et donc m € Cr(H,uEHZ) si et seulement si
37 p(m) <e)m(m) =0, c’est a dire m € M(j71(3 &¢)) avec f = p(m). O
Dans la proposition suivante, nous rappelons le résultat de Kirwan [18] qui montre

que 'union dans I’égalité (6.34) est en fait finie, mais nous indexons différemment les
composantes de Cr(||u.||?).

Proposition 6.8 (Kirwan) Pour tout € € t*, on a

Cr(llpel®) = U M2 np™" (B, A)).

AeB

Démonstration de Uinclusion “C”: On utilise ' égalité (6.34). Soient
m e MG~ (Bee))Nu=(B) et Z5la composante connexe de M(j~(3<e)) contenant m.
Comme Zj3 est une sous-variété symplectique de M, le Théoreme 6.3 assure que p(Z3) = P
est un polytope convexe. De plus, pour tout vecteur X de P+, m & (u(m), X) est con-
stant sur Zg; ce qui implique

Z3 C M™" C M(57Y(B <¢))
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On voit alors que Z3 est en fait une composante connexe de MT?. Ceci montre que
P € B, et notons A := Aff(P) le sous-espace affine de B associé. Comme le vecteur 3 <e
est j-orthogonal & A et B € A, on a 8= 3(z,A) et finalement m € MT> N u=L(B(, A)).

Démonstration de Uinclusion “D7: Elle est évidente puisque MTa C M(j71(8 &¢))
pour 3= f(s,A). O

On suppose maintenant que le produit scalaire (-, -) est fixé et on cherche les valeurs de
e pour lesquelles les sous-ensembles M2 N u=1(B(e,A)), A € B forment une collection de
sous-variétés disjointes de M.

On note B'A:={P € B, PC Aet dimP < dimA}. Soient A,., 'ouvert de A défini

par

Agy=As ] P, (6.35)
PEB/A
et M5 = M™ N #~1(A) la réunion des composantes connexes Z de M2 telles que
w(Z) C A.
Pour que M™2 N p=(B(e,A)) = M N~ (B(g, A)) soit une sous-variété de M, il suffit
que (e, A) soit une valeur réguliere de I’application moment restreinte a Mg;@
T
ILI/|M MT@% ©_> A

red

Sim € M!S est un point singulier de ,u|MTA, alors m € M" avec Th C 1" et

dim(7Ta) < dim(7"). Dans ce cas pu(m) € P ou P est un polytope de B’ contenu dans
A, et de dimension strictement inférieure, autrement dit p(m) &€ A,.,. Ainsi, si § € Ao,
I'image réciproque 'MI_J\}TA (8) = M N u=Y(3) est une sous-variété (non nécessairement
connexe) de M sur laqueelle le groupe T'/Tx agit localement librement.

Remarquons que 1’égalité (6.35) coincide, dans le cas d’une action quasi-effective, avec
I’égalité (6.33) en prenant A = t*.

Pour tout A € B, notons Wa louvert de t* défini par 'égalité Wa = A,y + j(fa).

Proposition 6.9

1) Pour tout e € Wa, MT2 N u=Y(B(e, A)) est une sous-variété (peut-étre vide) de M
sur laquelle le groupe T [Ta agit localement librement.

2) Lowvert W := Naep Wa est dense dans t* et pour tout ¢ € W les sous-variétés

(3= MT 0 (3o, A)), A€,
Jorment une partition de Cr(||p.|*).

Démonstration: 1) Par définition, si ¢ € Wa alors (e, A) appartient a A,., et donc
M2 0 p=(B(s,A)) est une sous-varitété de M.

2) Pour chaque A € B 'ouvert Wa est dense dans A: I'ensemble B étant fini, 'ouvert
W est dense dans t*.

Fixons ¢ € W. Soient Ay, Ay € B et m € C3 NCZ,. Les groupes Stab(m)/Ta, et
Stab(m)/Ta, sont tous les deux finis, ce qui donne Lie(Ta,) = Lie(Stab(m)) = Lie(Ta,)
et par suite Ta, = Ta,. Comme f(e, A1) = G(e,Az) € Ay N Ay on a pour finir Ay = As.

Les sous-variétés C'5, A € B sont donc disjointes. O

36



6.1.3 Exemple

Soit M une orbite coadjointe de dimension 6 de SU(3), et T' le tore maximal de SU(3).
On identifie t* & B* (muni de sa structure euclidienne usuelle), et on note p : M — R?
I’application moment associée a I'action de T" sur M. L’image de "application moment est
un hexagone ( voir Figure 1) ou les sommet A, B,C, D, E, F sont I'image par g des points
fixes MT.

Figurel

On vérifie que

B' = {faces de u(M)} | J{[AD], [BE], [FC]} .

Ici B = B’ car les polytopes de B’ engendrent des sous-espaces affines distincts.

Dans la Figure 2, "ouvert W défini a la Proposition 6.9 est le complémentaire des
droites (en traits pleins) et des segments (en traits pointillés).

Considérons, comme dans la Figure 3, e = ¢ € W. Pour A € {(AB),(CD),(FF)}, les
composantes C'5 sont vides car les projections (¢, A) ne sont pas dans I'image de y. Pour
A=t,0naCi=p"e)etsime{A B C,D E F}, Clny = p~t(m) est un point de
MY, Pour les autres A € B, on a représenté sur la Figure 3 les projections (e, A) (notées
en fait b(e, A)).

Dans cet exemple, on peut vérifier que les V-variétés M7 sont pour tout A # t*, soit
vides, soit réduites a un point.
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Figure 3

6.2 Modification de la forme )¢

Nous fixons pour le reste de cette section un élément ¢ € W.
Pour effectuer la localisation nous allons procéder de la méme facon qu’a la section 5.
Nous modifions la forme A* au voisinage de chaque C} et formons une nouvelle 1-forme
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Amod qui localisera encore les formes équivariantes fermées sur Cr(]|p.||?).

Pour chaque A € B, nous faisons le choix d’un supplémentaire de to dans t que 'on
note t/ta, tel que I'on ait une décomposition T'=Tx x T /Tx ou T'/Tx désigne le sous-tore
de T d’algebre de Lie t/ta.

On sait, d’apres la Proposition 6.9, que le groupe T/Ta agit localement librement sur
C%. En conséquence on peut choisir la structure riemannienne de M de telle facon que,
pour tout £ € t/ta, la fonction m — (Enr, Ear)a(m) soit constante au voisinage de C3,
égale a || E7.

Dans la suite de cette partie on se place sur un voisinage tubulaire Up de C'5 dans M.

Soit N(C% C M) le fibré normal de C5 dans M. Il se décompose en la somme de deux
fibrés: N\ & NX avec

N) := Fibré normal de C'§ dans M'2
N3 := Fibré normal de M™» dans M, restreint & C5 .

On peut supposer (quitte a modifier Up) qu’il existe un difféomorphisme T-invariant,
noté 5, d’'un voisinage W) de la section nulle de N(C§ C M) sur U'ouvert Ux de M tel
que

Yi(m,0) = m pour m € C (6.36)
T¢1A|OZ = [Id l'isomorphisme canonique TW’A|CEA — TMcs .

Ensuite, nous remarquons que le fibré N} est trivial au dessus de C'5. Au moyen de
I’application moment, nous réalisons I’isomorphisme de fibré

<=
P3N x Ny & Nix A (6.37)
(m,w,v) = (m,w, T, v)),

ou A est la direction vectorielle du sous espace affine A de t*.
o .. N . .
On note Na = N3 x A, le fibré euclidien sur C§ ou le produit scalaire sur les fibres

de N3 est induit par la métrique sur M, tandis que sur (i» nous avons le produit scalaire
provenant du produit scalaire de t*.

On pose Wa = 43 (W),) et on note s := ) o (2)3)~! I'isomorphisme T-invariant du
voisinage ouvert Wa de €% dans Na sur le voisinage tubulaire Ua:

L/)A:WACNA@:%UACM. (638)

Nous allons définir sur N une 1-forme T'-invariante Ax que nous releverons, a travers
I’isomorphisme 15, en une 1-forme sur Ux. Nous avons besoin du

Lemme 6.10 Soient ¢ € W et A € B. L’isomorphisme j : t — t* permet de définir
le vecteur Ba = j7Y(B(e,A) &¢) de ta. Le champ de vecteurs sur Ni engendré par fa
s’annule exactement sur C%, c’est a dire

CF = M™ 1 7 (8=, A)) = M(Bapg) N ™ (8=, A))
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Démonstration: Supposons le contraire: N2(5A|Nz) # C3. Cela signifie qu’au voisinage

de C% nous avons l'inclusion stricte M5 C M(Bajp)- 1l existe donc une composante
connexe Z de MT2 telle que u(Z) = P, Aff(P) = A et une composante connexe Z' de
M(Bajp) qui contient strictement Z. On voit alors que P C P' = u(2’) ot P’ est un
polytope de B’ de dimension strictement supérieure a celle de P: sinon Z’ serait dans M2
et donc égal a Z, ce qui est exclu.

Le parametre ¢ est choisi dans W, ce qui implique a fortiori ¢ € Was, Aff(P') = A"
cette hypothese impose que f(e,A’) ¢ P, pour tout polytope P C P’ de dimension
strictement inférieure a P’. Nous aboutissons donc a une contradiction puisque (e, A’) =

ple,A)e P. O

Le groupe T'/Ta agit localement librement sur le fibré vectoriel N3 — C%: considérons,
sur ce fibré, une connexion euclidienne T-invariante VNA qui est T/ Ta-horizontale:

VY et/ta, pNA(Y)=0.

On rappelle que cette connexion donne une décomposition de I'espace tangent TNZ
en sous-espace vertical V N3 et sous-espace horizontal HNZ: TNZ = VNI & HNZ. Cet
décomposition induit une projection ¥ : TNZ — V N3.

Définition 6.11 Soit (-, ), la structure euclidienne sur le fibré vectoriel Ni. On note 03,
la 1-forme T-invariante et T /Ta-basique de A(NZ) définie par 05, (7Z) := (6A|NZ7ZV)O

pour tout champ de vecteurs Z sur NX.

La forme 03, est bien définie car le champ de vecteurs ﬂAlNZ est vertical. Cette forme
est T-invariante car le champ de vecteurs ﬂAlNZ, la projection ¥ et le produit scalaire (-, -),

sont T-invariants. De plus, elle est T'/Tx-basique car pour tout Y € t/ta nous avons:

eﬁA(YNZ)(mvw) = (ILLNZ (6A)|m'wvﬂNZ(Y)IM'w)O =0.

Dans cette égalité on se sert du fait que pour X € t, la partie verticale du champ de
vecteurs Xyz en (m,w) € N3 est égale a @uNZ(X)W.w € NZW.

L’espace quotient M3 = Z/(T/TA) possede une structure de V-variété [22]. Soit
F' ..., F™ une base orthonormée de t/tn. La structure riemannienne sur M permet de
définir une 1-forme de connexion op € A'(C5) @ t/ta sur le V-fibré principal C§ — MY,

comme restriction de
T2

D (Fap )P € A M) @ t/ta

=1
sur la sous-variété C'5. On décompose la connexion op 1= Y icper, 0% @ F* avec oy €

. S
ALC3)T, et on définit une 1-forme y5 sur C§ x A en posant

e < C
pour (mvf) S CA X A? YA (m,e) = Z O-k|m<£7Fk> : (639)
k=1
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Les projections Ny — C} X (i» et Na — N3 définissent les injections A(C§ X (i») —

Les formes 65, et va introduites dans la Définition 6.11 et I’équation (6.39) appartien-
nent & A'(Na), et permettent de définir sur N la forme Ay € A'(Na):

Définition 6.12 On note Ax la 1-forme T-invariante sur Na définie par
)\A = (QQA —|— YA .

S
C’est a dire: ¥V (m,w, &) € N x A, AA (mwg) = GBA(MM) + (& 0napm) -

L’application @), admet la décomposition @, = ®4,+®,, , avecV (m,w,§) € N3 x(i»,
D,y (m,10,€) = € et (@, X)(m,w,6) = (3 (B0, g (X)) pour X € t.

L’application moment se releve a travers a (cf. (6.38)) en une application pa =
1o (a)~t définie sur Wa.

La proposition suivante est le point essentiel dans la modification de la forme A°.

Proposition 6.13 [l exviste une constante A > 0 telle que

(@and ™ (ua &e))(m,w, &) > A(IEI + [lwll7) (6.40)

pour tout (m,w, &) suffisamment proche de C%. Celte minoration assure que la fonction
(@, 7 (ua &¢)) est positive sur un voisinage de C§ dans Wa.

Dans la suite de cette section, nous supposerons < quitte a restreindre Ux et Wa <
que la minoration (6.40) est vérifiée sur tout Uouvert Wa.

Démonstration: Effectuons le développement limité au premier ordre de ’application
fia au voisinage de m € Cx: comme Tyc. = Id on a Tuay, = T, o T(H3);," pour
A

tout m € C%. On voit donc que

pa(m,w,&) = p(m) + Tpp (w) + Tpim o (Tpn )7 () + O(lwllZ + [1€]1%)
= Ble,A)+ &+ O(Jlwll; +11€N1%) -
Dans la deuxieme égalité on se sert du fait que (T, (w), X) = Q,.(Xar,w) = 0 car N3
est Q-orthogonal a TC3}.

On a alors j 7! (pa <) (m,w, &) = Ba+77E) + O(J|w]|% +|€]|?), ce qui impose, sachant
que ®,, est nulle sur C'%,

<(I)/\A7j_1(:uA <:>€)>(m7w7€) = <(I)/\A76A>(m7w7€)+ <(I)/\A7j_1(£)>(m7wvf)—l_O(Hsz + Hf”z)

On vérifie ensuite que (. Ba)(m. w0, &) = (@5, Ba)(m.w,€) = ™2 (Ba)w]l2 et que
(@305~ (E))m. 0, €) = IEII + ol [w]l2 + [1€]12).
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On obtient finalement

(®2a0 " (pa &) (myw0,6) = (|5 (Ba) 02+ 1E]° + ol o]} + [1€][%).

Le Lemme 6.10 affirme que le champ de vecteurs sur NX engendré par 3 s’annule
exactement sur C'5. En conséquence I'endomorphisme ,uNi(ﬂA) est inversible en tout point
de C, et on a alors une minoration de la forme || V& (Ba)m-wl? > Al|w||2 ot A" > 0, qui
est valable pour tout m € C et w € NZW. O

On se propose maintenant de modifier la forme de localisation A* en \,,,4 sans changer
I’endroit ou les formes équivariantes fermées sont localisées.

Les ouverts Ux, A € B, ont été définis précédemment. Quitte a les restreindre, on peut
supposer qu’ils sont disjoints.

Soit U} le voisinage de C'5 dans M défini par: Uj = 1a($Wa) ot le terme £ représente
une contraction de facteur 1/2 sur les fibres de Na.

Au moyen de l'ouvert U,y = M @UAGBU—/A , on réalise une partition de 'unité

{(UA7 XA)A687 (Uel’t7 Xext)}

de la variété M. Pour tout A € B, les fonctions ya sont positives, a support dans Ua,
T-invariantes et égales a 1 sur Uy. La fonction y.. est positive, a support dans Uy,
T-invariante et elle vérifie I’équation:

Z XA + Xext = 1. (641)
AEeB

On peut maintenant définir la forme \,,,q4 et montrer qu’elle localise encore les formes
équivariantes fermées sur Cr(]|p.[?).

Proposition 6.14 Considérons la forme \,.q définie par ’équation

Amod 1= Xewt AT+ 3 xa(¥z') (Aa)

AeB

C’est une forme T-invariante qui effectue la méme localisation que A: en particulier

{®x,00 = 0} = Cr(llpe ).

Démonstration: Soit A € B. Si Cy = (), le terme correspondant & A dans A4 est
nul. Dans le cas contraire, la forme (1/3')*(Aa) est définie sur Pouvert Un tandis que la
fonction ya a son support dans Ux. Les formes xa(¥)x')*(Aa) sont donc définies sur M et
T-invariantes.

Considérons la fonction f: M — t égale & j~'(u.) et montrons que les hypotheses de la
Proposition 3.11 sont vérifiées avec les formes A*, A4 et la fonction f. Notre proposition
sera alors démontrée.

On remarque tout d’abord que (@, 77 (u.)) = ||H||* est strictement positive en dehors
de Cr(||pell?). Soit m € Cr(||u.]|?), il existe alors A € B tel que m € C%. L’application
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®, . est nulle en m puisqu’au voisinage de O la forme \,,,q est égale & (¢3')*(Aa) et en
m nous avons Aaj, = 0. L’inclusion Cr(||pe])?) € {®x,., = 0} est démontrée.

La fonction (®, . 7 '(pu.)) se décompose, d’apres la Proposition 6.13, en une somme
de fonctions positives

<(I)/\mod7j_1(:u6)> = Xel’tHHst + Z XA<(I)AA7j_1(ﬂA <:>5)> o ¢£1 .
AeB

Supposons que (®, .77 (p.)) est nulle en m, alors

Xext(M)||HE P =
xa(m)(®r,, 7 (pa &) ozl (m) = 0, VAEB.

Considérons la premiere égalité:

& Soit HE, = 0, ce qui implique d(||gel|?)m = 0.

& Soit Yexe(m) = 0. D’apres (6.41), il existe alors A € B avec ya(m) # 0. Ceci
entraine que m € Ux et (®,,,77 (ua <€) 03 (m) = 0. D’apres la Proposition 6.13,
cette derniere égalité implique que m € C%. Dans tous les cas m € Cr(]|p.]?).

On a finalement démontré que ®,  est nulle sur Cr(]|p.||*) et que (@, 77 (p.)) est
strictement positive en dehors de Cr(]|p.|*). O

Dans la prochaine sous-section nous effectuons la localisation sur Cr(||g.||?) au moyen
de la forme A,,54.

6.3 Calcul de la localisation avec \,,,4

Considérons, pour chaque A € B, des fonctions yy € C*(M)T telles que le support de
X'a soit inclus dans 'ouvert Uj défini précedemment, et égales a 1 au voisinage de C'5. Si
% = 0 alors U\ = 0 et la fonction y/y est nulle.
Procédons de la méme maniere qu’a la section 3. On définit au moyen de la 1-forme
Amod application de localisation

O: AX(M) o Gadr(UL)
n = BaOa(n)
avec

Oa(n) = (X’A + dy's (/0 ie_itDA’"Oddt) )\mod) n .

Au moyen des isomorphismes 1A on se ramene sur les voisinages Wa de la section nulle
dans Na. L’intégration sur les fibres de chaque N donne au niveau de la cohomologie un
morphisme

AHE(M) am @aH7>(C3)
N & Daix(n)Aa
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On a vu a la sous-section 3.2 que Ax = lim,_ 4., A}, avec

% = / X’Ae_i“DAA +iD (/ (/ X'Ae_itDAA)\A)dt) ,
Na/Cy 0 \JNA/CY

avec YA(Xa) = YA. Dans cette derniere identité on se sert du fait que ;/)*A()\modW/A) = Aa.

Pour conclure on a besoin du lemme suivant

Lemme 6.15
| / MeDAAN 0 VIER.
) N XA A 3
2 llm X// e—iaDAA — e—iDAA .
) a—+00 JNA /C% A Na/C%

Démonstration 1): En utilisant la décomposition Aa = 05, + va on obtient
/ Xge—itD/\A)\A _
Na/CS

/ o—itDbs, (/4 X/Ae—ltD’yA,}/A) _I_/* o—itD7a / X/Ae—usm/3A 05,
NZ/C% hiy hiy Na/C4

1 2

—itD'yA

Le terme 2 est nul d’apres la Remarque 4.4. De la méme facon, la forme e YA he

possede pas de composante de degré maximum dans la direction de (i»: le terme 1 est donc
nul. O

Démonstration 2): Considérons la contraction é,, a > 0, effectuée au niveau des fibres
de Na — C3%, définie par

5a:Nin» A Nixi» (6.42)

(m,w, &) &= (m, il

Va'a

La forme Aa a une dépendance linéaire par rapport a £ € (i» et une dépendance quadra-
tique sur les fibres de NZ. On a donc ad;(Aa) = Aa.On vérifie aussi que ad*(Aa(Xn,)) =
Aa(Xn,), X €t Ainsi, en effectuant le changement de variable “6,” dans l'intégrale
N Yhe~9Pra on trouve

/ X// e—iaDAA _ X// 0d e—iDAA
A - A a :
Na/C% Na/C%

Comme la fonction Y est égale a 1 au voisinage de la section nulle nous avons
lim,— 100 XA 00, = 1. En utilisant un argument “a la Lebesgue” on conclut finalement que

1, —iaDAA 3 : S A e —iDAA
la forme fNA/OZ X'Ae converge vers la forme a coefficients généralisés fNA/OZ € .
O
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Théoreme 6.16 Nous avons le diagramme commutatif suivant

HF (M) —2— BaAH7=(C3)

\ l (6.43)

Hy™ (M)
ottt = Data  UaCL — M est Uinclusion. Le morphisme A est défini par

A(U) = Daes i*A(U)AA )

avec, pour tout A € B,

6.4 Etude de la forme Ax

L’espace quotient M5 := A/T/TA possede une structure de V-variété [17]. On rappelle
que les formes différentielles de M3 sont définies comme les éléments T'/Ta-basiques de
I’algebre A(C3). Ces éléments forment une sous-algebre A(M<% ) qui est stable par rapport
a la différentiation extérieure. On notera H(M?3 ) la cohomologie associée.

La V-variété M5 possede une 2-forme symplectique induite par la 2-forme € [24]; elle
est ainsi orientée. On a donc une opération d’intégration sur H(M?% ) que 'on notera fMEA.

Pour chaque composante connexe F' de C, on appelle stabilisateur générique de F' le
sous groupe S2(F) := N,,er Stab(m). On rappelle qu'il existe un ouvert dense de F' sur
lequel Stab(m) = S2(F). Soit |S2(F)| le cardinal de S2(F). L’application F' — |S2(F)]
détermine une fonction localement constante sur M5 que I'on note [S2|.

La structure riemannienne a été choisie de telle maniere que pour tout F € t/ta,
(Far, Far)y = ||[F)|2 sur C4. La 1-forme de connexion oa = 372, 0% @ F* sur le V-fibré
principal Cy — M¢ a déja été définie.

Nous choisissons une orientation de C'%, notée o(C3), qui est donnée par la relation

o(CR)=o(ME)Noy, Ao~ Aoy . (6.44)

o
Dans la suite de cette section on note {Fi,---, F.,} la base de A = (t/ta)* duale de
{F',--- F"}. Le volume vol(T/Ta) est calculé avec la mesure de Haar compatible avec
la forme volume Fy A --- A F,,. Ainsi, pour tout n € A(M?3), on a la relation

1 1
S - Now, A Aoy . 6.45
/MEA SA| v vol(T/Th) 0277 7 o (6.45)
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Oro N NOY
V;Z(T/TA) . .
{F' ..., F™} ne dépend que de la connexion o et de I'orientation de C%.

On remarque que la forme différentielle , bien que définie au moyen de la base

Puisque le groupe T agit trivialement sur M5, on a
Az (M) = Hom(IM(ta), A(M3)) et Af, (M) :=C(ta, A(M3)) ,
et de la méme fagon A777 (M3) et AF), (M3).
On désigne par S(t/ta) 'algebre symétrique sur t/ta. Pour tout élément P € S(t/ta),

on note P(a%‘o) I’application

0
0X, ‘0

définie pour f € C*(t) par (P( o O)f) (Xy) = (P(aaTQ)f) (X1 + Xz)‘XF

X,

L’application (6.46) peut étre étendue aux formes équivariantes:
<l

dX,lo

Soit wa := doa la courbure du fibré principal C§ — M5: wa € A* (M) @t/ta . Dans
ce cadre, I'élément e“2 € S(t/ta) @ AP*"(M3) définit une opération

P(=o—] ) : €= (1) &= C=(ta) (6.46)

0"

P )t AT (CR) &= A7 (CR) -

a
(5

0) P AF(CR) &= AT(C3)

D on(Xi 4 X0) > W € AF(CS).

Au moyen de la connexion oa, nous définissons une projection sur les éléments hori-

zontaux de A(CR): [ Jhor : A(CK) €= A(CK ) hor-
L’application de Chern-Weil Wa : AF(C3) & AT, (M3 ) est déterminée par
e A7(CR),  Waln) == [n(Xi + wa)lnor -

Cette application commute avec les différentielles et définit un isomorphisme au niveau de
la cohomologie [12] (que 'on note encore Wa).

_9
que l'on notera aussi n(X; + wa) :=< ewA(aX’Z

Définition 6.17 On note ka le morphisme de Kirwan de HF (M) dans HF, (M3) qui
correspond a la composée de lopération de restriction v : HF (M) &= HF(CL) et de
Uisomorphisme de Chern-Weil Wa : HF(C4) € HE (M) -

L’espace vectoriel t se décompose, pour chaque A € B, en la somme des sous-espaces
vectoriels ta et t/ta. Cette décomposition permet d’associer a chaque couple de fonctions
sur ta et t/ta une fonction de t. On notera ¢ 'opération

C(ta) x C(t/ts) &> C~(1)
(f,9) = fog .
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Elle est définie par la relation: V(X )dX € 111(t)
< f<>g, ¢(X)dX >i=< f, < g, ¢(X1 + XQ)Xm > dX2 >

avec X1 € ta, Xy € t/ta et la mesure de Lebesgue dX que 'on décompose (de maniere
non canonique) en un produit dX = dX1dX, de deux mesures de Lebesgue sur ta et t/ta.
Ce “produit” peut étre défini de la méme facon sur les formes a coefficients généralisés:

A (CR) x Azjr, (CR) &= Ap™(CR) (6.47)
(n,v) B nov .

Nous allons maintenant donner une nouvelle expression de la fonction généralisée Ax.
On rappelle que
Ap = / e~
Na/C%

avec la forme T-invariante Ay = 03, + va.

La forme 63, a été définie au moyen d’une connexion T'/Ta-horizontale: 85, (Xn,) =0
pour tout X € t/ta, tandis que la forme ya vérifie ya(Xn, ) = 0 pour tout X € ta. On voit
donc que D)\A(m,w,g)(Xl +X3) = DGBA(m,w)(Xl) +D7A(m7£)(X2) pour (X1, X3) € ta x t/ta,

&
m € CR, &€ A, et we NE,.
On peut donc écrire Ax sous la forme

Aa(X1 + Xy) = (/Nz/cz e—”’%) (X1)o (/A e—mm) (X7), (6.48)

avec (X1, X3) € ta x t/ta. La forme X; — fNZ/CZ e~ P0pa (X1) agt 1a restriction & Ta de
la forme Eul ;! (NX) € A7™(C3%). D’apres le Lemme 6.10 le champ de vecteurs sur N3
engendré par Fa s’annule exactement sur C'y. La forme Eul EAI(NZ) est donc bien définie

puisque "'Hypothese 4.1 est vérifiée.
D’autre part, on constate que pour Y € t/ta

(Yo ) Eul EAI(NZ) = & C(YNZ)(d%A)e—imﬁA _0.

NZ/C%
La forme Eul 5! (N3) appartient donc & A7 (M3).

p;ﬁnition 6.18 On note Bul 5! (Ea) € A72°(MX) la restriction de la forme Eul 5! (N3)
a L.

Remarque: La notation Ea est celle du V-fibré vectoriel N3 /(T/Ta) — M5.

Les formes [ e™P74 associées & une action libre ont été introduites par Kumar et Vergne

dans [19], Proposition 79. Dans le cas présent, on a besoin de connaitre 1'orientation de

g
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Le fibré vectoriel N} est le fibré normal de C'§ dans M7T2: il est orienté par la forme

symplectique 2. Nous avons, grace a la trivialisation (6.37), identifié N & C% x A.

L’orientation, o(C%), de C% a été définie au moyen d’une base F', --- F" de t/tx par
I’égalité (6.44). Par un calcul soigneux, on vérifie que
o(NA) Z o(CR)NdF' N ... NdF™ (6.49)

S
Nous pouvons donc intégrer sur A qui est orienté par dF'' A ... A dF"™.
Définition 6.19 Soit wa la courbure du V-fibré principal Cy — M3, Cette donnée
détermine la forme équivariante 6( Xy Swa) € A}ﬁA(MEA) par la formule
< (X2 ©wa), ¢(X2)d Xy >= d(wa) vol(T/Ta,dX3),

pour toute fonction ¢ € C*(t/ta). Dans cette expression dX, est une mesure euclidienne
surt/ta et vol(T/Ta,dXs) est le volume du groupe T'/Ta pour la mesure de Haar compatible
avec d.X5.

Les formes du type §( Xy<wa ) sont aussi introduites par Kumar et Vergne dans [19, 23],
sans utiliser la forme linéaire d Xy — vol(T/Ta,dX;) . L’égalité

. . AN...No
—iDvya X,) = (2ri dimA S(X Or, 1
/5 e (X) = (2) (Xz Swa) A vol(T/Ta)

découle de la Proposition 80 de [19].

(6.50)

Proposition 6.20 1) Nous avons ['égalité suivante dans A7 (C3) :

o P AN AN 51

Aa(X) = (2r)™" Bul 5, (E2)(X0) € 6(Xs wa) A =0

2) Pour toute forme n € A7 (C3)

(ig(n) A AA) (X) = (2mi)%ima (kA(n) Eul g;(gA)) (X1) 0 6(Xy Swa) A

o P AN AN 51

vol(T/Tx)

Démonstration: Le point 1) découle des égalités (6.48) et (6.50). Pour démontrer le
deuxieme point, il suffit de voir que n(X) A (1tA o 6( X3 <:>wA)) = (X1 +twa)od(Xy&wa),
et que pour toute forme a € A(CY) qui est T'/Ta-invariante, on a o A o,, A ... Aoy =
[@por NOpy Ao Noq. O

Le Théoreme 91 de [19] montre que 'application
ma : Hy B (MR) &= Hy™(CR)

définit par ma(a)(X) = (27i)%2a(X;) o §( Xy ©wa)llyor/ vol(T/Ta), est un isomor-
phisme, et on voit que pour tout n € HF (M)

i) As = ma (ka(n) Bul 5l (€a)).

En modifiant le diagramme (6.43) avec les isomorphismes ma, on obtient le
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Théoréme 6.21 Nolons A’ = @Amzl oA et j = PBate0oma. Nous avons le diagramme
commutatif suivant qui précise (6.43):

H (M) —2 > @A HZ® (M3)

\ l], (6.51)

He™ (M),

avec A'(n) = @aka(n) Eul ;! (Ea) pour tout n € HF (M).

La variété M est orientée par sa forme symplectique. L’intégration sur M des formes
équivariantes définit un morphisme H;> (M) — C~*°(t). En utilisant la formule d’intégration
(6.45) on obtient finalement ’expression suivante de [y, .

Théoréeme 6.22 Soient ¢ € W et n € AF(M) une forme fermée. Nous avons dans

C=*(%) légalité
J =3 150,

AeB
ot I3(n) est la fonction généralisée de support ta définie par
N dim 1 _
I (X, + X3) = (2ri)4ma /ME S—HkA(n)(Xl) Eul 5! (Ea)(X1) ¢ 8(X; Swa)
A

Dans cette formule les variables Xy et Xy sont dans ta et t/ta.

Pour toute forme n € HF (M) a décroissance rapide sur t, nous avons

/Mth(X)dX = 3 (2t

AeB

( /M L () Bl gAl(EA)(Xl)Xm) vol(T/Tx, dX).

EAXtA |SA|

Exemple 1 Si A = {p} est un sommet du polytope u(M), alors C% = F = p~'(p) est
une composante connexe de M7, Nous avons

Xet,  I5,m)(X)= /F () (X) Bul 51 (Np)(X) |

ot Ny est le fibré normal de F' dans M et 3, = j=!(p ©e).

Exemple 2 Si A = t*, alors C% = p~'(e) et M5 correspond a la variété réduite
M. = p71(e)/T. D’apres le Théoreme 6.3 elle est connexe; ainsi |S°| désigne un entier
non nul. Nous avons

27 dimT
e M E Ty

ou k. : HF (M) &= H(M.) correspond a I'application de Kirwan.

Xet, LX) =
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